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Лекция №1
Тема: Исследование систем линейных алгебраических уравнений методом Жордана-Гаусса
Система m линейных алгебраических уравнений с n неизвестными:
а11x1+a12x2+a13x3+ …+a1nxn=b1
а21x1+a22x2+a23x3+ …+a2nxn=b2
                                                                                                             (1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . 
аm1x1+am2x2+am3x3+ …+amnxn=bm
    Решением системы называется совокупность чисел 
(x10,x20, …,xn0) при подстановке, которых в систему вместо неизвестных все уравнения системы обращаются в тождества. 
 Система (1) считается: 
совместной, если существует хотя бы одно решение; 
несовместной, если система не имеет ни одного решения.
        Совместные системы делятся  на определенные, имеющие единственное решение, и неопределенные, имеющие множество решений (в задачах оптимизации).
[image: ]      Матрица системы уравненийA – составлена из коэффициентов системы. Она может быть представлена m-мерными векторами-столбцами: 
 
 
(2)
 


Неизвестные x1, x2,… и свободные члены системы уравнений b1, b2,… также представлены векторами-столбцов:                                    
[image: ] 

  
 (3)

В этих обозначениях система (1) записывается либо в матричной форме:
                                                                 AX=B            (4)
либо в векторной форме:
                                          A1x1+ A2x2+…+ Anxn=B           (5)
 
n  Если к матрице A дописать справа столбец B, то получим расширенную матрицу системы.
n  Совместное исследование матрицы A и расширенной матрицы системы позволяет ответить на вопрос, является ли система совместной или несовместной, определенной или неопределенной.            
n  Метод Жордана-Гаусса позволяет классифицировать любую систему линейных уравнений в процессе ее решения.
   Мы не конкретизировали соотношение между n и m. 
Следует иметь в виду, что случай m>n означает либо несовместность системы, либо то, что часть уравнений являются линейными комбинациями других уравнений системы
n  Примеры:    2x1+ x2= -1
                        x1-3x2= 10               m=3, n=2, m>n
                         2x1- x2 =  3               система не совместна; 
                         2x1+ x2= -1               третье ур-е есть разность
                         x1-3x2= 10                 двух первых, 
                         x1+4x2=-11               решение: x1=1, x2=-3
         Во втором примере линейно зависимым уравнением можно считать любое из трех уравнений и àлюбое из них можно исключить как «лишнее».
         Но в других системах «лишнее» уравнение надо выбрать из линейно зависимых уравнений. à это проблема. Ошибка в выборе «лишнего» уравнения приводит к неверному решению задачи.
Случай m=n – система либо совместная и определенная, либо несовместная.
         Случай m<n - совместная система является неопределенной.
         Можно выразить m неизвестных (например, x1,x2,…,xm) через оставшиесяn-m неизвестных (т.е. через xm+1,xm+2,…,xn). 
    При этом переменные x1,x2,…,xm называют базисными  а  xm+1,xm+2,…,xn - свободными переменными.
    Совокупность соотношений, выражающих базисные переменные через свободные, называется общим решением системы уравнений.
    Частное решение системы получается из общего путем задания конкретных значений свободных переменных. 
В практических приложениях важную роль играют базисные решения, которые получаются из общих решений при нулевых значениях свободных переменных.
При ином выборе базисных переменных будет получена другая структура общего решения и à другое базисное решение. Таким образом, любая неопределенная система может иметь несколько базисных решений. Максимальное их число = числу сочетаний из n по m:
  Опорными называются те из базисных решений, у которых все значения переменных ³0. Опорные решения имеют большое значение в задачах математического программирования. 
Пример: Дана система
                           x1+ x2+x3+x4=4                       m=2
                           x1-x2-2x3+2x4=2                      n=4 
Выразим  x1 и x2 через x3 и x4 (складывая и вычитая уравнения)
                           x1=3+0.5x3-1.5x4              это общее решение 
                           x2=1 –1.5x3+0.5x4              системы  
Полагаем x3=1 ,  x4=2
       Получаем частное решение: (0.5; 0.5; 1; 2)
Полагаем x3=0 ,  x4=0
       Получаем базисное решение: (3; 1; 0; 0), которое является также и опорным.
Выразим  x1 и x4 через x2 и x3 . Получим другое представление общего решения:
                   x1=6-3x2-4x3
                   x4=-2+2x2+3x3
     При x2=0 , x3=0 имеем базисное решение (6; 0; 0; -2), которое не является опорным (т.к.  -2).
 При исследовании системы уравнений необходимо ответить на следующие вопросы:
1. является ли система совместной или несовместной; 
2. если система совместная, то является ли она определенной или неопределенной;
3. если система совместная и определенная, то необходимо найти её единственное решение;
4. если система совместная и неопределенная, то необходимо найти её общее решение и указать одно или несколько частных решений, в частности, базисных.
5. Метод Жордана-Гаусса базируется на элементарных преобразованиях системы уравнений и позволяет получить ответы на выше перечисленные вопросы.
   Запишем расширенную матрицу системы уравнений (1) в виде:
  a11  a12  … a1q … a1n  b1
  a21  a22  … a2q  … a2n  b2
  …………………………
  ap1 ap2  … apq  … apn  bp
  …………………………
  am1 am2 … amq … amn  bm
Элемент apq – разрешающий элемент, отличный от нуля; 
                q-ый столбец матрицы – разрешающий столбец;
                p-ая строка – разрешающая строка.
n  Пересчитаем элементы матрицы по формулам:
    p-е уравнение делится на apq, умножается на aiq и вычитается из i-го уравнения. Смысл этого пересчета состоит в том, что переменная xq исключается из всех уравнений, кроме i-го. 
[image: ] 
 
 
 
 
Получаем:
               aiq=0, i не равно p, 
                   =1, i=p.
Полученнаяматрица:
        a111 a121 …0… a1n1  b11
            a211 a221 …0… a2n1  b21
            ……………………………………
            ap11 ap21  …1…apn1  bp1
        ……………………….
        am11 am21 …0… amn1 bm1
Столбец q назовем единичным с единицей в p-ой строке.
Выберем отличный от нуля элемент в другой строке этой матрицы и проделаем аналогичные преобразования. àполучим ещё один столбец с 1-ей в выбранной строке и т.д. 
Конечная цель преобразований – получение матрицы имеющей m единичных столбцов с 1-ми в разных строках– в этом идея метода Ж-Г.
[image: ]Преобразования проводятся в таблицах, при этом используется, так называемое, правило прямоугольника
                                 aij                             aiq
                                  apj                  apq  
 
 
Ситуации:      1. После получения   очередного единичного столбца  появилась строка, все элементы которой =0. Это означает, что исходная система содержит линейно зависимые уравнения. àНулевая строка уничтожается и процесс преобразований продолжается пока число единичных столбцов не будет равно числу оставшихся уравнений.  
2. Появление строки, все элементы которой aij1=0 , а bi1 не равно 0 означает, что рассматриваемая система несовместима.
3. В результате преобразований получено m единичных столбцов, причем m=n. à Озночает, что в каждом уравнении осталось всего одна неизвестная с коэффициентом =1,  т.е. получено решение системы, являющееся единственным.
4. Получено m единичных столбцов и m<n.
àПеременные, соответствующие единичным столбцам – базисные, их выражают черезсвободные (все оставшиеся) путём переноса слагаемых, содержащих свободные переменные в правую часть системы àполучается общее решение системы
                                  Математическое программирование
МП представляет одно из направлений прикладной математики и рассматривает задачи, в которых отыскивается максимум или минимум некоторой функции при соблюдении ограничений, накладываемых на её аргументы.                        
Сформулируем задачу в общем виде.
  Требуется определить значения переменных x1,x2,x3,…,xn , которые максимизируют (или минимизируют) некоторую функцию
                          L=f(x1 ,x2 ,x3 ,…,xn )                                (1)
    при выполнении следующих ограничений:
                          φ1 (x1 ,x2 ,x3 ,…,xn ) ≤b1,
                          φ2 (x1 ,x2 ,x3 ,…,xn ) ≤b2,                (2) 
                          …………………………
                          φm (x1 ,x2 ,x3 ,…,xn ) =b2. 
        
    К ограничениям обычно добавляется условие не отрицательности некоторых или всех переменных
                                 xi≥0 ,  i=1÷n .   
        Оно является естественным ограничением физической сущности рассматриваемых задач.
    Функция (1), для которой необходимо найти максимум или минимум называется целевой функцией задачи.
    Система ограничений (2) вместе с условиями не отрицательности переменных описывают в n-мерном пространстве некоторую область – область допустимых значений переменных.  
    Совокупность значений переменных  x1 ,x2 ,x3 ,…,xn , выбранных из области допустимых значений, называется планом задачи. 
   Тот из планов, которому соответствует max (min) значение функции L, называется оптимальным планом.  
  По виду целевой функции исистемы ограничений проводится классификация задач математического программирования:
  1. Задачи линейного программирования – если целевая функция и все ограничения являются линейными относительно переменных x1 ,x2 ,x3 ,…,xn .
  2. Задачи нелинейного программирования – в противном случае (не линейны). 
   
 
                
 



















Лекция №2
                                         Тема: Линейное программирование
Многие задачи планирования, проектирования, строительства и эксплуатации укладываются в  рамки рассмотренной постановки. Целевая функция имеет смысл расходов, доходов, затрат, выхода продукции и т.д. Переменными могут быть всевозможные ресурсы – сырьё, оборудование и т.д. Ограничения связаны также с ресурсами и производственными условиями, например, с гос. заказом и т.д. 
Пример. На 2-х станках D1 и D2 проводится продукция 2-х видов A1 и A2.
 Для обработки 1-ы продукции A1 станок D1 использует 2 часа, 
                                                       станок D2 использует 1 час. 
Для обработки 1-ы продукции A2 станок D1 использует 1 час,
                                                      станок D2 использует 2 часа.
 В теч.суток D1 может работать не более 10 часов, 
                      D2                             не более 8 часов.
От реализации продукции предприятие получает прибыль: 
                    за продукт A1     500тн,
                    за продукт A2     200тн.
За простой станков    несет убытки. За 1час простоя
                                                                D1 – 200тн,  D2 – 100тн. 
Требуется составить план выпуска продукции втеч. суток, при котором чистая прибыль будет максимальной.
Чистая прибыль – это разность прибыли от реализации продукции и убытков от простоя станков.
 Оптимальное значение àmax. 
Обозначим: x1 – кол-во продукции A1 за сутки,
                     x2 – кол-во продукции A2 за сутки,
                     x3 – время простоя станка D1 за сутки,
                     x4 – время простоя станка D2 за сутки,
                     f –  чистая прибыль.
Условие задачи:  f=500x1 + 200x2 – 200x3 – 100x4             (1п) 
 (от 4-х аргументов).   Совокупность 4-х величин – план.
Определим область планов, т.е.область, в  которой надо  искать максимум целевой функции. 
Очевидно:  x1≥0; x2≥0; x3≥0; x4≥0.                                (2п)
Время работы станков в сутки: D1à  2x1+ x2 ;
                                                      D2à  x1  + 2x2.
Если учесть простои, то получим соотношения:
                                     2x1+ x2 +x3 = 10                            (3п) 
                                       x1+2x2+x4 = 8 
(2п) и (3п) определяют область планов.
Формулировка мат.задачи: найти наибольшее значение функции (1п) в области планов (2п) и (3п). 
Переменных больше, чем условий:      4>2
В этой задаче можно выразить x3 и x4 через x1 и x2 :
                                 x3 = 10-2x1 –x2                                       (4п) 
                                 x4 =  8 – x1 -2x2
После подстановки (4п) в (1п) и (3п) получим:
целевая функция примет вид f=  -2800 + 1000x1  + 600x2  (5п) 
 условия примут вид       2x1 +  x2 ≤ 10                                 
                                            x1 +2x2 ≤ 8                               (6п)
                                           x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 
Задачаà Найти наибольшее значение функции (5п) в области решений системы заданной неравенствами (6п).
В результате разбора этого примера мы подошли к постановке задачи в общем виде.
                         Постановка задачи линейного программирования
Требуется максимизировать (минимизировать) линейную функцию: 
                   L=c1x1 + c2 + …+cnxn  à max (min)                /1/
     при ограничениях: 
                a11x1 + a12x2 + … + a1nxn ≤ b1  
                ………………………………
                as1x1 + as2x2 + … + asnxn ≥ bs                              /2/
                         ………………………………
                am1x1 + am2x2 + … + amnxn = bm
                 xi ≥ 0,  i=1÷n……
Система ограничений может содержать равенства (=) и неравенства  (≥), (≤).  Она определяет некоторый выпуклый многогранник в n-мерном пространстве.
           (наглядное представление возможно при:
                                               n=2 – на плоскости,                   
                                                                        n=3 – в объёме.
Доказано, что если решение существует x10,x20,…,xn0, то ему обязательно соответствует точка в n-мерном пространстве, совпадающая с одной из вершин  многогранника ограничений.
В простейших случаях задача ЛП может быть решена графическим методом – наглядным, полезным с познавательной точки зрения.Наиболее распространён симплексный метод. 
Графический метод
Метод используется в двух  случаях: 
      а. Задача содержит всего 2 переменные, ограничения      могут быть произвольными.
      б. Задача имеет n переменных и m ограничений, причем n-m=2 , а все ограничения являются равенствами. 
Рассмотрим случай а.
Дана задача:   L =c1x1 + c2x2àmax (min)
                         a11x1 + a12x2 ≤ b1
                         a21x1 + a22x2 ≤ b2
                         a31x1 + a32x2 ≥ b3
                        a41x1 + a42x2 ≥ b4 ,x1 ≥ 0, x2 ≥ 0. 
На плоскости строится система координат x1,x2. 
Целевая функция представляется в виде зависимости x2 от x1:
При фиксированном значении L строим прямую, например, 
1. при L=0  это  x2 = -c1x1/c2 – прямая проходит через начало координат; 
2. при L>0 прямая пройдет параллельно первой правее или левее её.
   Вектор нормали n=(c1,c2) указывает направление, в котором увеличивается значение целевой функции L при перемещении прямой (параллельно самой себе). 
 В направлении n находится max, и наоборот, в направлении -n находится min целевой функции L.                         
   
[image: ]
 При решении задачи могут возникнуть ситуации:
n  Область ограничений пустая – задача не имеет решений. à Ограничения противоречат друг другу.
n  Область ограничений – замкнутый многоугольник. Решений может быть либо одно, либо множество (линия L // одной из сторон многогранника ограничений).
n  Область ограничений – не замкнутый многоугольник. В зависимости от направления вектора n задача может иметь или не иметь решения. Может не существовать либо max, либо  min, либо и то и другое. 
     Говорят, что отсутствие решения вызвано неограниченностью линейной формы à выйти на «конечную» точку области ограничений невозможно в силу не замкнутости этой области.
n  Задача:      L = x1 + x2  àmax
                         3x1 + 4x2 ≤ 12
                          x1+  3x2 ≥ 3
                          x1 -   x2 ≤  1
                              x1≥0; x2 ≥0 
     Решение:
   Строим прямую      3x1 + 4x2  = 12                  (для 1-го условия) 
                                     x2 =(12 - 3x1 ) / 4
    Прямая делит плоскость (x1,x2) на две полуплоскости. В одной из них неравенство выполняется, в другой – нет. 
    Для точки (0,0) неравенство выполняется à следовательно, 1-ое условие выполняется в нижней полуплоскости. Штриховка в ту сторону, где условие выполняется, т.е.вниз. 
Получим область    D    (с учетом   xi≥0).
Аналогично строим прямые для
     2-го условия        x2 =( 3 -  x1 ) / 3
    3-го условия        x2 =  x1 -1   
Уточняем область    D    (с учетом  всех условий). 
Строим  L линию при  L=0
                                            x2 = - x1 (через нач.координат) 
                               при  L=1
                                            x2 = 1 - x1 (линия смещена вверх)
Определяем направление вектора n . 
Точка   B – точка максимума целевой функции.
 
[image: 2]
Координаты точки B определяем путём решения системы уравнений:   
                               3x1 + 4x2  = 12
                                 x1+  3x2 = 3    
                                   x1= 16 / 7
                                   x2= 9  / 7
      à    Lmax  =   25 / 7        это ОТВЕТ 
                             
Задание:
[image: 8]
                                   

Лекция №3
Тема: Симплексный метод решения задачи линейного программирования

  Для решения задачи линейного программирования этим методом необходимо привести её к канонической форме:
       1. Линейная форма максимизируется.
       2. Все ограничения являются равенствами.
Переход от общей формы к канонической осуществляется путём введения неотрицательных дополнительных переменных.
Если k-ое ограничение имеет вид:
                      ak1x1 + ak2x2 + … + aknxn≤ bk,
То оно приводится к равенству добавлением    xj≥0, j>n
                      ak1x1 + ak2x2 + … + aknxn  + xj = bk  .
Если неравенство имеет противоположный смысл (≥), то дополнительная переменная вычитается :    -xj .
И так:      ≤              ≥
               +xj           -xj
  Каждому неравенству исходных ограничений соответствует своя дополнительная переменная. Если в общей форме имеется lограничений типа неравенств, то при переходе к канонической форме появятся l  дополнительных переменных. Таким образом, размерность задачи возрастает.
  Дополнительные переменные в структуру целевой функции L вводят с нулевыми коэффициентами.
  Если исходная задача на минимизацию линейной формы L, она сводится к задаче на максимизацию изменением знака линейной формы L. 
  Пример.     Задача  в общей форме имеет вид :
                       L = 2x1 -3x2 + x3 –x4   min
                                x1 +2x2           +x4 ≥ 12
                              2x1 + x2        +3x4 ≤ 30
                              3x1 + x2 + x3 + 2x4 =15
                              xi ≥ 0 ; i =1 ÷4
   Введем дополнительные переменные   x5  и  x6 , учтём  на max.
                    L1 = -2x1 +3x2 - x3 +x4   max 
                                x1 +2x2           +x4 –x5 = 12
                              2x1 + x2        +3x4 + x6 = 30
                              3x1 + x2 + x3 + 2x4 =15       (без изменения)
                                xi ≥ 0 ; i =1 ÷6
        Это каноническая форма записи задачи. Она включает целевую функцию и систему линейных уравнений. Задача имеет бесчисленное множество решений.         
  Опорные решения этой системы называются опорными планами задачи. Оптимальным планом является тот опорный план, при котором целевая функция принимает максимальное значение.
  Решение задачи линейного программирования симплексным методом условно можно разбить на два этапа.
  1-ый этап – нахождение первоначального опорного плана.
  2-ой этап – нахождение оптимального плана путём целенаправленного перебора опорных планов по специальному алгоритму. 
  Первоначальный опорный план можно найти либо с помощью преобразований системы уравнений по методу Жордана-Гаусса, либо с помощью искусственного базиса.
     Базисная переменная – переменная, которая входит в одно из уравнений с коэффициентом = единица и не входит в другие уравнения. Ей в матрице А системы уравнений соответствует единичный столбец.
  Если система содержит  m линейно независимых уравнений, то для получения базисного решения необходимо в матрице А иметь m единичных столбцов с 1-ми в разных строках.
  Ещё необходимо, чтобы правые части уравнений были бы неотрицательными (bi≥0, i=1,2,…,m).
  а) Если в общей форме содержатся только неравенства вида (≤) и правые части ≥0, то дополнительные переменные, введённые при переходе к канонической форме, автоматически образуют базис. Следовательно, автоматически получается и первоначальный опорный план.
  б) Если в общей форме присутствуют неравенства типа (≥) и (=)    введенные переменные с (-) или их нет, то необходимо формировать базисные переменные с помощью преобразований системы.
  Для формирования опорного плана с помощью преобразований  рекомендуется выбрать разрешающий элемент в той строке, в которую не входит ни одна из базисных переменных.
  В качестве разрешающего столбца выбирают тот, для которого минимум отношения  bi/aij достигается именно в выбранной разрешающей строке.   При этом bi/aij ≥0 (одного знака). 
   Продолжим пример      
  Расширенная матрица системы
	A1 
	A2 
	A3 
	A4 
	A5 
	A6 
	B 

	1 
	2 
	0 
	1 
	-1 
	0 
	12 

	2 
	1 
	0 
	3 
	0 
	1 
	30 

	3 
	1 
	1 
	2 
	0 
	0 
	15 


 
· В ней уже есть 
· 2 единичных столбца.
· Желательно иметь ещё 
· один единичный столбец 
· с 1-ей в первой строке
· Минимум отношения bi/aij достигается для 2-го столбца именно в 1-ой строке. 
· Выберем разрешающий элемент a12=2 и делаем один шаг преобразований по методу Жордана-Гаусса.
· Получаем:
Преобразованная матрица  системы
	A1 
	A2 
	A3 
	A4 
	A5 
	A6 
	B 

	1/2 
	1 
	0 
	1/2 
	-1/2 
	0 
	6 

	3/2 
	0 
	0 
	5/2 
	1/2 
	1 
	24 

	5/2 
	0 
	1 
	3/2 
	1/2 
	0 
	9 


 
В ней -- 3 единичных столбца более не надо.
Первоначальным опорным планом будет план X=(0,6,9,0,0,24) .                                                                    
Линейная функция при этом     L1=9 .
  Быстрое получение первоначального опорного плана таким способом не гарантировано. Трудно предугадать, сколько шагов преобразований предстоит сделать для получения первоначального плана.
  Поэтому часто применяют другой метод –  метод искусственного базиса. 
Суть его. 
        Недостающие базисные переменные заменяются искусственными. Искусственные переменные прибавляются к левым частям тех ограничений-равенств в канонической форме задачи, которые не содержат базисных переменных. Знаки равенств при этом сохраняются.
        Предполагается, что искусственные переменные в результате решения задачи обязательно обратятся в нуль. Чтобы это произошло, искусственные переменные вводятся в линейную форму L с большим отрицательным коэффициентом (-M).          M – считается как угодно большим.
       Так как задача решается на maxL, то переменные входящие в L с большим отрицательным коэффициентом, в оптимальном плане обязательно будут равны нулю.
  Пример.       Задана задача:
                        L = 2x1 + 5x2 +4x3 + x4max
                          x1 + 2x2 +x3 + 4x4 ≤ 25
                          x1 + x2 +2x3 - 3x4 ≥ 10
                          2x1 + x2 - x3 + 2x4 = 12
                           xi≥ 0, I = 1÷4
 Перейдём к канонической форме записи:
                         L1 = 2x1 + 5x2 +4x3 + x4 max
                          x1 + 2x2 +x3 + 4x4 + x5 = 25
                          x1 +  x2 +2x3 - 3x4 -  x6 = 10
                         2x1 + x2 - x3 + 2x4 = 12
                           xi≥ 0, I = 1÷6
Очевидноx5 можно считать базисной переменной (она одна). Ещё нужны  2 базисные переменные. 
Введем искусственные переменные в уравнения, в которых нет базисной переменной (т.е. x5):     x7 – во 2-ом уравнении, 
x8 – в 3-ем уравнении и учтем их  в линейной функции L. 
Получим: 
                         L1 = 2x1 + 5x2 +4x3 + x4 – Mx7 –Mx8max
                          x1 + 2x2 +x3 + 4x4 + x5 = 25
                          x1 +  x2 +2x3 - 3x4 -  x6 + x7 = 10
                         2x1 + x2 -  x3 + 2x4 +x8 = 12
                            xi≥ 0,  i = 1÷8
    Это– так называемая «M—задача». Дальнейшее её решение проводится так же, как и решение задачи без искусственных переменных. 
В данном примере опорным планом является план         X=(0;0;0;0;25;0;10;12) . 
После получения первоначального опорного плана дальнейшее решение проводится в специальной таблице, которая называется симплексной.   (2-ой этап) 
Таблица в общем виде:
	Баз. 
	Сб 
	B 
	C1
A1 
	C2 
A2 
	C3 
A3 
	…
… 
	…
… 
	Cn 
An 

	Aj1 
	Cj1 
	b1 
	a11 
	a12 
	a13 
	… 
	… 
	a1n 

	Aj2 
	Cj2 
	b2 
	a21 
	a22 
	a23 
	… 
	… 
	a2n 

	… 
	… 
	… 
	… 
	… 
	… 
	… 
	… 
	… 

	Ajm 
	Cjm 
	bm 
	am1 
	am2 
	am3 
	… 
	… 
	amn 

	 
	 
	L 
	∆1 
	∆2 
	∆3 
	… 
	… 
	∆n 


 
Базисный вектор,
коэфф-ты лин.формы,
Ci –коэфф-ты в формуле L
L– текущее значение                        
∆k–симплекс-разности 
Нижняя строка  называется  симплексной 
Для первой симплексной таблицы элементы строки вычисляются по формулам:
                         L = cj1b1 + cj2b2 + … + cjmbm
                     ∆k = cj1a1k + cj2a2k + … + cjmamk – ck ,    k=1÷n
Критерием оптимальности плана в симплекс-методе является не отрицательность всехсимплекс-разностей  ∆k. 




Лекция №4
Тема:Симплексные преобразования 

Решение задачи состоит в переходе от одного опорного плана к другому до тех пор, пока не исчезнут отрицательные симплекс-разности. Этот переход осуществляется с помощью преобразований Жордана-Гаусса. При этом строка симплекс-разностей пересчитывается по тем же правилам, что и другие строки.
Особенностью является способ выбора разрешающего элемента. 
 В качестве разрешающего столбца выбирают тот, который имеет отрицательную симплекс-разность (это условие возрастания линейной формы L).
          Если несколько  симплекс-разностей  со знаком  (-) , то выбирают тот столбец, в котором   ∆   (-)  с наибольшим значением по модулю.
 В качестве разрешающей строки выбирается та, для которой отношение  bi/aik  имеет наименьшее значение для выбранного столбца (это условие сохранения опорности плана).
           При этом учитываются только положительныеaik . 
Отсутствие положительных элементов aik во всех столбцах с отрицательными симплекс-разностями указывает на неограниченность линейной формы L. 
Пример решения задачи симплексным методом.
 Максимизировать функцию  L = x1 + 7x2 +2x3 + x4 – x5max
 при ограничениях    6x1 + 3x2 +x3 + x4 + x5 = 20
                                    4x1 + 3x2         +x4         = 12 
                                    3x1 -  2x2               + x5 = 6
                                     xi ≥ 0 , i=1÷5
  Решение. Запишем в таблицу
	 A1 
	A2 
	A3 
	A4 
	A5 
	B 

	6 
	3 
	1 
	1 
	1 
	20 

	4 
	3 
	0 
	1 
	0 
	12 

	3 
	-2 
	0 
	0 
	1 
	6 


 
В качестве разрешающего элемента возьмем  a24=1, так как
                                 min{12/1 и 20/1}=12. 
Преобразовав методом Жордана-Гаусса все элементы получим следующую таблицу: 
 В качестве разрешающего элемента возьмем  a35=1. получим таблицу: 
Опорное решение: 
                   X = (0,0,2,12,6)
	A1 
	A2 
	A3 
	A4 
	A5 
	B 

	2 
	0 
	1 
	0 
	1 
	8 

	4 
	3 
	0 
	1 
	0 
	12 

	3 
	-2 
	0 
	0 
	1 
	6 


 
	A1 
	A2 
	A3 
	A4 
	A5 
	B 

	-1 
	2 
	1 
	0 
	1 
	2 

	4 
	3 
	0 
	1 
	0 
	12 

	3 
	-2 
	0 
	0 
	1 
	6 


 
Построим первую симплекс-таблицу для полученного опорного решения: 
	 Баз. 
	Сбаз 
	B 
	1 
A1 
	7 
A2 
	2 
A3 
	1 
A4
	-1
A5 

	A3
	2 
	2
	-1
	2
	1
	0
	0

	A4 
	1
	12
	4
	3
	0
	1
	0

	A5 
	-1
	6
	3
	-2
	0
	0
	1 

	 
	   L=
	10
	-2
	2
	0
	0
	0


                                 
В последней строке есть отрицательное число  полученный опорный план не оптимален.       (-) число в симплекс-строке в столбце A1. Значит переменную x1 следует ввести в базис.
А какую переменную вывести из базиса?  Найдем min{12/4;6/3}=2   выводим переменную x5 .      Р.Э.  a31=3
  Получим          L = 6x1 - x2 +2x3 - М x5max
                                   4x1 + x2 +x3 + x5 = 8
                                    2x1 - x2 +x3 + x4 = 6
                                      xi ≥ 0 , i=1÷5 
  Строим Симплекс-таблицу 
План не оптимален, так как в симплекс-строке имеются   (-) элементы. Выберем вкачестве разрешающего столбца A1 , как имеющую наибольшую по модулю
отрицательную симплекс-разность. Находим отношения bi / ai1 : 8/4 < 6/2   
Разрешающей строкой является первая, а разрешающий элемент a11 =4. Это
  означает, что в новом плане x5 выйдет из базиса, а x1 – войдет в базис.   
  Симплекс преобразования дают новый опорный план: 
 
	Баз
	Сбаз 
	B 
	6
A1 
	-1
A2 
	2
A3 
	0
A4 
	-M
A5 

	A5 
	-M
	8 
	4 
	1 
	1 
	0 
	1 

	A4 
	0 
	6 
	2 
	-1 
	1 
	1 
	0 

	 
	 
	-M 
	-4M-6 
	-M+1 
	-M-2 
	0 
	0 


 
  
 
 
 
 
 
 
 
 Линейная форма возросла  (L=12), но полученный план ещё не является оптимальным. Имеется отрицательная симплекс-разность. Выберем новый  разрешающий элемент a23 =1/2. Искусственная переменная x5 вышла  из базиса   столбец A5 можно исключить из рассмотрения. Симплекс преобразования дают новый опорный план: 
Симплекс-строка – положительна. Полученный план оптимален.
             X = (1;0;4;0) , L = 14    Это результат.
	Баз
	Сбаз 
	B 
	6
A1 
	-1
A2 
	2
A3 
	0
A4 

	A1 
	6 
	1
	1 
	1
	0
	-1/2 

	A3 
	2
	4
	0
	-3
	1
	2 

	 
	L= 
	14
	0 
	0 
	0 
	1 




















Лекция №5
Тема:Транспортная задача – ТЗ

ТЗ – одна из задач линейного программирования. Она имеет специфику, позволяющую применять более простой способ решения и обычно рассматривается отдельно.
Постановка  задачи. Имеется m пунктов производства некоторой продукции (поставщики):                    A1, A2, … ,Am
c объемами производства:                     a1 , a2,  … , am
и n пунктов потребления:                     B1, B2, … ,Bn
c объемами потребления:                       b1, b2 , … , bn
Задана матрица C транспортных расходов по перевозке единицы продукции (груза) от поставщиков к потребителям:
c11c12 … c1n
C=  c21c22 … c2n
                       ……………                    cij – расходы по перевозке ед. 
cm1   cm2 … cmn             продукции из Ai в Bj
Требуется составить такой план перевозок груза, при котором суммарные транспортные расходы были бы минимальными.
 Общий объем производства 
Общий объем потребления
Если  a=b –суммарный объем производства равен суммарному объему потребления – транспортная задача называется задачей закрытого типа.
Если  a#b – открытая транспортная задача.
Существующие методы решения ориентированы на решение закрытой транспортной задачи.
 Открытые транспортные задачи сводятся к закрытым путем фиктивных пунктов либо производства, либо потребления.
Если  a>b – (избыток производства). В задачу вводится фиктивный пункт потребления Bn+1c объемом потребления     bn+1=a-b .
К матрице Cдописывается столбец. Поскольку фиктивные  перевозки не выполняются, то все элементы столбца принимаются равными нулю. Задача сводится к закрытой. 
Надо иметь ввиду, что при любом плане перевозок та часть продукции, которая идет на фиктивный пункт, в действительности остается не вывезенной из пунктов производства.
Если  a<b – (недостаток продукции), то вводится фиктивный пункт производства Am+1c объемом производства                 am+1=b-a.
К матрице Cдописывается еще одна строка, элементы которой равны нулю. При любом плане перевозок  те пункты потребления, в которые «идет груз» из фиктивного пункта производства, фактически часть продукции недополучают.
Итак задача закрытого типа. 
   Пусть xij – объем груза, перевозимого из пункта  Ai в пункт Bj.
Ясно, что xij ≥ 0 (не отрицательность).
   Требуется выбрать значения xij так, чтобы суммарные транспортные расходы были минимальными 




При этом должны быть выполнены следующие условия: 
а) вся продукция должна быть вывезена из пунктов производства, т.е.    
x11 + x12 + … + x1n =a1
x21 + x22 + … + x2n =a2
……………………….
xm1 + xm2 + … + xmn =am
б) все пункты потребления должны быть удовлетворены, т.е. 
x11 + x21 + … + xm1 =b1
x12 + x22 + … + xm2 =b2
………………………
x1n + x2n + … + xmn =bn
Таким образом, надо минимизировать целевую функцию L при заданных ограничениях а) и б).
Внешне постановка транспортной задачи отличается от постановки обычной задачи линейного программирования лишь способом индексации переменных.
Существенной особенностью задачи является то, что матрица системы ограничений а) и б) содержит много нулей. Это позволяет решать транспортную задачу методом, более простым, чем симплексный.
Задача содержит n+m ограничений, но одно из них является линейно зависимым. Это следует из: 
      Сложение уравнений а) даёт такое же уравнение, как и сложение уравнений б) так как      a = b(закрытая задача).
Таким образом имеется n+m-1 линейно независимых уравнений-ограничений и, следовательно, базис должен содержать n+m-1 переменных.  Базисное решение, значит и опорное, должно содержать не более чем n+m-1 не нулевых переменных.
Если опорное решение содержит ровно n+m-1 не нулевых      переменных , то оно называется невыражденным.
       Если … меньше чем n+m-1 не нулевых переменных , то … --   вырожденным.
При решении транспортной задачи необходимо следить, чтобы на всех этапах число базисных переменных сохранялось равнымn+m-1.
Решение транспортной задачи можно свести к этапам:
    1. Одним из способов находится первоначальный опорный план. 
    2. Затем последовательно осуществляется переход от одного опорного плана к другому так, что целевая функция с каждым шагом уменьшается. Это обеспечивается применением специального метода решения транспортной задачи – метода потенциалов.
      Способы нахождения первоначальных опорных планов
Существует несколько способов получения первоначальных опорных планов. Все они сводятся к распределению всего объема перевозок таким образом, чтобы ненулевых переменных xij было не более, чем    n+m-1 . 
    Решение проводится в таблице:
Клетки таблицы с ненулевыми значениями называются 
загруженными, с нулями – не  загруженными; xij=0 не вписываются в таблицу
	Bj
Ai
	B1
	B2
	… 
	Bn
	ai

	A1
	C11
x11
	C12
x12
	… 
	C1n
x1n
	a1

	A2
	C21
x21
	C22
x22
	… 
	C2n
x2n
	a2

	… 
	… 
	… 
	… 
	… 
	… 

	Am
	Cm1
xm1
	Cm2
xm2
	… 
	Cmn
xmn
	am

	bj
	b1
	b2
	… 
	bn
	a 



Cпособы получения первоначальных опорных планов рассмотрим на конкретном примере: Имеется три пункта производства 
A1, A2, A3 с объемами 200, 300, 500 ед.  и четыре пункта потребления B1, B2, B3, B4c объемами потребления 250, 350, 200, 200 ед. 
    Задана матрица удельных расходов по транспортировке:
                   8    14   6   3
C=      12   10   9   11
                  15   9    5    12 
1-ый способ – метод «северо-западного угла» -- состоит в том, что рассмотрение объемов перевозок начинается с клетки A1B1 и продолжается направо и вниз. 
Заполним таблицу данными задачи: Начнем с «с-з угла»:
▪A1 имеет 200ед., а B1 надо 250ед.
Положим x11=200 (меньшее из 200 и  250) из A1 вывезена 
вся продукция.
▪Пункту   B1 необходимо еще 50ед., которые берем из пункта A2 , 
принимая x21=50   пункт B1 – удовлетворен. 
▪ В A2  осталось еще 300-50=250ед., которые можно направить в пункт B2.     x22=250 ▪И так далее.   
	        Bj
Ai
	B1
	B2
	B3
	B4
	ai

	A1
	8
x11=200
	14
	6
	3
	200

	A2
	12
x21=50
	10
X22=250
	9
	11
	300

	A3
	15
	9
X32=100
	5
200
	12
200
	500

	bj
	250
	350
	200
	200
	1000



В результате загруженных клеток оказалось равно 6. 
n+m-1 = 4+3-1 = 6    этот план не вырожденный.
Вычислим суммарные транспортные расходы для этого плана 
L1 =200∙8+50∙12+250∙10+100∙9+200∙5+200∙12 = 9000 ден.ед. 
2-ый способ – метод «минимального элемента» -- состоит в том, что загрузка клеток начинается с клетки с минимальным значением удельных транспортных затрат cij и продолжается в порядке их возрастания.
В нашем примере: ▪Min(cij)=c14= 3 Т.к.  a1=200 и b4=200,
То примем x14=200, из A1 в B4 . 
	Bj
Ai
	B1
	B2
	B3
	B4
	ai

	A1
	8
	14
	6
	3
X14=200 
	200

	A2
	12
X21=250 
	10
X22=50 
	9
	11
	300

	A3
	15
	9
X32=300 
	5
X33=200
	12
	500

	bj
	250
	350
	200
	200
	1000


Следующее минимальное значение удельных транспортных расходов c33=5. Из a3=500  и b3=200 выбираем меньшее X33=200.
B3 удовлетворен, в A3 еще осталось 300 ед.
▪Следующее  c32=9. Отдаем B2 из A3оставшиеся 300 ед. X32=300.
▪И т.д.: X22=50,   X21=250.
  Получен первоначальный опорный план. Загруженных клеток оказалось 5 что <6 – этот план вырожден.
Вычислим суммарные транспортные расходы для этого плана 
L1 =250∙12+50∙10+200∙3+300∙9+200∙5 = 7800 ден.ед.
       Есть и другие подобные способы.
         Это способы построения первоначальных опорных планов, а  не само решение. 
В основе метода лежит понятие двойственности.
▪Каждой строке приписывается некоторая величина  ui(i=1÷m);
  каждому столбцу ……………………………………..vj(j=1÷n).
 Это переменные двойственной задачи, они называются потенциалами. 
▪Ограничения двойственной задачи по отношению к транспортной имеют вид:
ui + vj ≤ сij , i=1÷m, j=1÷n.           (мп1) 
 Оказывается, что если план оптимальный, то выполняются все эти   ограничения, причем для загруженных клеток неравенства обязательно становятся равенствами 
ui + vj = сij
▪Загруженных клеток n+m-1, следовательно должно быть и n+m-1 таких равенств, но переменных n+m. 
Система уравнений относительно потенциалов составленная из таких равенств является неопределенной. 
  Один из потенциалов задают (любой произвольно), остальные находят решая систему уравнений.
▪Условием оптимальности является выполнение неравенств (мп1).
▪После определения потенциалов  ui и vj по загруженным клеткам, вычисляют так называемые оценки для незагруженных клеток:
                                  ∆ij = ui +vj -cij
  Если для всех незагруженных клеток   ∆ij ≤0 , то полученный план оптимален.
 Если имеется хотя бы одна клетка, для которой ∆ij>0, то план не оптимален и следует осуществить переход к новому плану. 
Для перехода к новому опорному плану загружается одна новая клетка, а одна из старых загруженных освобождается – число загруженных клеток  = n+m-1 остается.
  Загрузке подлежит клетка с положительной оценкой ∆ij . Если таких несколько, то клетка с наибольшим значением ∆ij .
  Загрузка осуществляется за счет перераспределения груза по контуру таким образом, чтобы суммарный объем по строкам и по столбцам оставался неизменным.
▪Контуром называется фигура с прямыми углами, один угол которой находится в загружаемой клетке, остальные – в уже загруженных. 
  После построения контура делается обход начиная с загружаемой клетки ставится (+) ( признак увеличения), в следующей клетке (-) (объем уменьшается), затем снова (+) и т.д.
                                                  +      -
                                                   -      +
Среди клеток с знаком (-) есть клетка с наименьшим объемом загрузки. Этот объем подлежит перераспределить по контуру. В клетках  со знаком (+) указанный объем прибавляется к имеющимся объемам перевозок, а в клетках с знаком (-) этот объем вычитается. В результате этих действий в контуре появится клетка с нулевой загрузкой. Эта клетка исключается из плана, а вновь загруженная клетка включается в план получается новый опорный план.
Далее вновь вычисляются потенциалы, проверяется выполнение условия оптимальности и описанный процесс повторяется до тех пор, пока не будет получен  оптимальный план.
Отметим, что с получением каждого нового плана суммарные транспортные расходы уменьшаются на величину:
                         ∆L =∆ij * Θ  ,
 где ∆ij – оценка для клетки, которую загрузили при переходе к новому опорному плану, Θ – объем груза, который был перераспределен по контуру.   Таким образом:
Lнов = Lпредыдущий - ∆ij∙Θ
  Отметим, что с получением каждого нового плана суммарные транспортные расходы уменьшаются на величину:
                         ∆L =∆ij∙Θ  ,
 где ∆ij – оценка для клетки, которую загрузили при переходе к новому опорному плану, Θ – объем груза, который был перераспределен по контуру.   Таким образом:
Lнов = Lпредыдущий - ∆ij∙Θ

                                   Практические рекомендации
▪Если первоначальный опорный план вырожден, то дополнить его клетками с нулевыми объемами перевозок (чтобы n+m-1) когда определяются потенциалы.
   При определении потенциалов в случае вырожденного плана наступит момент, когда очередной потенциал не определяется из-за отсутствия загруженной клетки. В этот момент и выбирается клетка для «загрузки нулем», так чтобы определялся очередной потенциал.             Из нескольких возможных клеток выбирается та, в которой наименьшее значение транспортных расходов.
▪При переходе к новому опорному плану может оказаться, что сразу в нескольких ранее загруженных клетках объемы загрузок обратились в нуль.
   Следует исключить из плана ту из клеток, которой соответствует наибольшее значение транспортных расходов. 
 В случае вырожденного плана сам объем перераспределяемого по контуру груза может быть равен нулю, т.е. Θ =0. В этом 
случае значение линейной формы не изменится.
     Процесс следует продолжить как обычно, но ситуация показывает, что расположение нуля в таблице выбрано не совсем удачно.       
Пример решения транспортной задачи.
Задача:   a1 =200,   a2 =300,  a3 =300;
b1 =150,  b2 =250,  b3 =150,  b4 =250;
5    7   9    10Имеем закрытую транс-
C=        8    6   9    4                                  портную задачу.    
                  11   8   3    2 
Внесем данные задачи в таблицу:  Первоначальный план построим  по методу «с-з угла». 
   (нижние части клеток)
	        Bj
Ai
	B1
	B2
	B3
	B4
	ai

	A1
	5
x11=150
	7 
X12=50 
	9 
	10
	200

	A2
	8
	6
X22=200
	9
X23=100 
	4
	300

	A3
	11
	8
	3 
50
	2
250
	300

	bj
	150
	250
	150
	250
	800


Суммарные транспортные расходы по этому плану:
L1 = 5∙150+ 7∙50+ 6∙200+ 9∙100+ 3∙50+ 2∙250 =3850
Проверим выполнение условия оптимальности. Определим потенциалы строк и столбцов:      положим u1=0     затем последовательно находим:   с11=u1+v1v1 = 5-0  = 5
c12=u1+v2            v2 = 7-0  = 7
c22=u2+v2  u2=-1                 vj=         5               7            10        9
И т.д.              
ui=
Потенциалы 
0
-1                                  
-7





	        Bj
Ai
	B1
	B2
	B3
	B4
	ai

	A1
	5
x11=150
	7 
X12=50 
	9 
	10
	200

	A2
	8
	6
X22=200
	9
X23=100 
	4
	300

	A3
	11
	8
	3 
50
	2
250
	300

	bj
	150
	250
	150
	250
	800



Вычислим оценки ∆ij для свободных клеток используя формулу: 
                           ∆ij = ui + vj – cij
  ∆13 = 0+10-9 = 1                      
  ∆14 = 0+9-10 =-1               Имеются положительные оценки ∆13 и ∆24
  ∆21 = -1+5-8 =-4                   план не является оптимальным.
  ∆24 = -1+9-4 = 4
  ∆31 = -7+5-11 =-13
  ∆32 = -7+7-8 =   -8
Перейдем к новому опорному плану.
Выберем для загрузки клетку  A2B4, как имеющую наибольшую оценку (∆24 =4) и построим контур.
	Bj
Ai
	B1
	B2
	B3
	B4
	ai

	A1
	5
x11=150
	7 
X12=50 
	9 
	10
	200

	A2
	8
	6
X22=200
	9
100 
	4
	300

	A3
	11
	8
	3 
50
	2
250
	300

	bj
	150
	250
	150
	250
	800



Предположим, что клетка A2B4 будет загружаться объемом Θ.
Тогда, в клетке A3B4 нужно отнять этот объем;                согласно
            в    …     A3B3     …         прибавить   …  ;                знакам      
            в    …     A2B3     …       отнять           …  .                 (+) и (-)
Выберем из клеток с (-) минимальный объем загрузки и примем его заΘ.  У нас получилось Θ = 100.                    Получили
В новый опорный план вводим клетку A2B4 с объемом 100.
В A3B4 остается 150; В  A3B3 увелич. до  150; клетка A2B3 разгружается и выходит из базиса. 
Число загруженных клеток сохраняется.
	        Bj
Ai
	B1
	B2
	B3
	B4
	ai

	A1
	5
x11=150
	7 
X12=50 
	9 
	10
	200

	A2 
	8
	6
X22=200
	9
	4 
100
	300

	A3
	11
	8
	3 
150
	2
150
	300

	bj
	150
	250
	150
	250
	800



Суммарные транспортные расходы для этого плана: 
L2 = L1 - ∆24 * Θ = 3850 – 4 * 100 =3450
Вычисляем новые потенциалы и оценки ∆ij : положим u1=0 
v1 = 5-0  = 5; v2 = 7-0  = 7
u2=  6-7 = -1; v4 = 4- -1= 5
u3=  2-5 = -2; v3 = 3- -2= 5   vj=  5          7          5          5
∆13 = 0+5-9 = -4
∆14 = 0+5-10 = -5
∆21 = -1+5-8 = -4
∆23 = -1+5-9 = -5
∆31 = -2+5-11 = -8
∆32 = -2+7-8 = -3
Все ∆ij ≤ 0    план оптимальный.
	Bj
Ai    uj
	B1
	B2
	B3
	B4
	ai

	A1   0 
	5
x11=150
	7 
X12=50 
	9 
	10
	200

	A2    -1 
	8
	6
X22=200
	9
	4 
100
	300

	A3   -2 
	11
	8
	3 
150
	2
150
	300

	bj
	150
	250
	150
	250
	800



План оптимальный: 
  из A1  в   B1   перевозится    150 ед.груза; 
  из A1  в   B2   перевозится    50 ед.груза; 
  из A2  в   B2   --200 ед.груза;          из A3  в   B3   --150 ед.груза; 
  из A2  в   B4   --100 ед.груза;          из A3  в   B4   --150 ед.груза; 
транспортные расходы для этого плана: L2 = 3450 ден.ед. 

	Bj
Ai    uj
	B1
	B2
	B3
	B4
	ai

	A1   0 
	5
x11=150
	7 
X12=50 
	9 
	10
	200

	A2    -1 
	8
	6
X22=200
	9
	4 
X24=100
	300

	A3   -2 
	11
	8
	3 
X33=150
	2
X34=150
	300

	bj
	150
	250
	150
	250
	800








Лекция №6
Тема: Методы приближения функций 

      Функциональная зависимость может быть задана: 
 ∙ в явном виде, с помощью аналитической формулы; 
 ∙ в неявном виде, с помощью аналитической формулы    вида 
F(x1,x2,…) =0; 
 ∙ в параметрическом неявном виде; 
 ∙ с помощью системы многочленов – способ задания называется аппроксимирующих многочленов; 
 ∙ c помощью таблиц значений функций. 
       Для ряда задач техноко-экономических исследований характерно табличное задание связей различных параметров. Такое задание можно с определенной точностью заменить приближающей функцией,  удобной для математической обработки. 
1. При использовании табличного способа задания данных всегда возникают задачи «аппроксимации », «интерполяции»  и «экстраполяции». В связи с этим вопросы приближения функций имеют исключительно важное значение для практических вычислений. 
1. В теории известно несколько способов приближения функций.   К основным относятся:
 1. Интерполирование. 
          2. Квадратичное приближение. 
          3. Среднестепенное приближение. 
          4. Равномерное (наилучшее) приближение. 
Особое значение имеют методы, которые дают принципиальную возможность решать задачу с различной степенью точности путем перехода от одного приближения к последующему по единой схеме, предписываемой данным методом. 
1. Принцип, лежащий в основе интерполирования заключается в том, что искомый полином Pn(x) в ряде указанных точек должен принимать то же значение, что и данная функция f(x), т.е. разности в этих точках  = 0. 
Pn(x) - f(x) = 0                            (ф1) 
1. При степенном приближении функции интеграл вида 
∫| Pn(x) - f(x) |sdx , s>0                (ф2) 
по заданной области должен иметь как можно меньшее значение. 
▪ Квадратичное приближение – это частный случай (s = 2). 
   Предельный случай – приближение Чебышева. 
▪ В равномерном приближении максимум разности Pn(x) и f(x)  может  иметь значение сколь угодно отличающееся от нуля 
max | Pn(x) - f(x)|  # 0                  (ф3) 
1. В практике проектирования и эксплуатации систем электроснабжения объектов промышленности часто используются методы интерполирования и аппроксимации.     Эта задача возникает всегда при необходимости определения значений функции  f(x) в точках x, отличных от значений аргумента, фиксированных в таблице. 
▪ Пусть на отрезке [a, b] задана функция n+1 значениями 
y0 = f(x0); y1 = f(x1);….,yn =f(xn)         в точках 
x0, x1,…, xn , которые называют узлами интерполяции. 
▪ Требуется  найти аналитическое выражение F(x) табулированной функции, совпадающей в узлах интерполяции со значениями заданной функции.  
        Процесс вычисления функции в точках x , принадлежащих интервалу [x0 , xn] и отличных от узлов интерполяции – это задача интерполирования в узком смысле.  
       Если x вне интервала [x0 , xn] – это задача экстраполирования. 
1. Геометрически  задача интерполирования для функции одной переменной  y = f(x) означает построение кривой, проходящей через узловые точки заданные в таблице: (x0;y0), (x1;y1),…, (xn;yn). 
1. ▪                            F(x) ?
1.                  ▪              ▪
1.             ▪                ▪     ▪               ▪f(x)
1.                                         ▪    ▪
1.            x0   x1                                    xn-1   xn 
1. Через эти точки можно провести  ∞ число различных кривых. 
1. Таким образом, задача отыскания f(x) по конечному числу её значений слишкомнеопределенна.
1. Эта задача становится однозначной, если в качестве интерполирующей функции F(x)  выбрать многочлен степени не выше числа заданных точек n+1  такой, что 
Fn(x0)=y0 , Fn(x1)=y1 ,…, Fn(xn)=yn . 
1. Многочлен Fn(x) , удовлетворяющий этим условиям, называют  интерполяционным многочленом. 
 При интерполировании возникают рядотдельных задач: 
    1. Выбор наиболее удобного способа построения инт-ой функции для конкретного случая. 
    2. Оценка погрешности при замене f(x) на F(x) в области [a,b], поскольку f(x) и F(x) совпадают только в узлах интерполяции. 
    3. Оптимальный выбор узлов интерполяции для получения минимальной погрешности. 
Интерполяционный многочлен Лагранжа
    Наиболее общей формулой параболического интерполирования является интерполяционная формула Лагранжа (в классе степенных функций). 
Задача. На отрезке [a, b] в (n+1) узлах заданы значения функции         y0 = f(x0); y1 = f(x1);….,yn =f(xn) . 
     Узлы интерполяции могут быть не равноотстоящими, т.е. 
     шагинтерполяцииhi = xi+1 – xi  #  const,      i = 0,1,…,n-1 .
Требуется построить интерполяционный многочлен Ln(x) так 
    чтобы     Ln(x0)=y0 , Ln(x1)=y1 ,…, Ln(xn)=yn . 
Задача имеет решение, если степень многочлена Ln(x)  не выше n
Ln(x) = a0 + a1x + a2x2 + … + anxn 
ai – неизвестные постоянные коэффициенты, их надо определить. 
Из условия задачи, что в узлах Ln(xi)=yi запишем систему уравнений 
 вточке x0:  a0 + a1x0 + a2x02 + … + anx0n = y0
x1:  a0 + a1x1 + a2x12 + … + anx1n = y1
x2:  a0 + a1x2 + a2x22 + … + anx2n = y2
                  ……………………………………. 
xn:  a0 + a1xn + a2xn2 + … + anxnn = yn 
Неизвестные ai можно найти по формулам Крамера: 
a0 = ∆0/∆,   a1 = ∆1/∆, … ,an = ∆n/∆, 
        где∆ -- определитель системы, определитель Вандермонда.
1   x0    x02x03  …         x0n
                                 1   x1    x12x13  …         x1n
∆ =          1   x2   …………………….
                                 ……………………………..                            
                                 1   xn   xn2 …………  …  xnn
Если x0 ,x1 ,x2 , … , xn – различны, то  ∆#0 и система имеет единственное решение. 
    Итак, многочлен Лагранжа можно записать в виде: 
Ln(x) =  ∆0/∆ + ∆1/∆∙x +  … +  ∆n/∆∙xn, 
    Здесь значения yi входят в выражения  ∆i . 
  Обычно пользуются другой формой записи многочлена Лагранжа, с явной зависимостью от значений yi :
Ln(x) = y0Q0(x) + y1Q1(x) + … + ynQn(x)  
Поскольку 	Ln(xi) = yi , то функция Qi(x) должна удовлетворять условию:                                 0, если i#j
Qi(xj) =δij (символ Кронекера) =   1, если i=j
   и имеет вид: 
Qi(x) = 
                         пропуск (i=j) 
Окончательно получим интерполяционный многочлен Лагранжа: 
Ln(x) =y0∙[(x-x1)∙…∙(x-xn)]/ [(x0-x1)∙…∙(x0-xn)]  + 
y1∙ [(x-x0)∙(x-x2)∙…∙(x-xn)]/ [(x1-x0)∙(x1-x2)∙…∙(x1-xn)] + … +
yn∙ [(x-x0)∙(x-x1)∙…∙(x-xn-1)]/ [(xn-x0)∙(xn-x1)∙…∙(xn-xn-1)] . 
В сокращенном виде:


	

	
	



Ln(x) =

Пример:   Построить интерполяционный многочлен Лагранжа для функции, заданной таблицей: 
	xi
	1
	2
	3
	5

	yi
	1
	5
	14
	81


n=3
L3(x) = y0∙[(x-2)(x-3)(x-5)]/[(1-2)(1-3)(1-5)] +
            y1∙[(x-1)(x-3)(x-5)]/[(2-1)(2-3)(2-5)] +
            y2∙[(x-1)(x-2)(x-5)]/[(3-1)(3-2)(3-5)] +
            y3∙ [(x-1)(x-2)(x-3)]/[(5-1)(5-2)(5-3)] = 
         = y0∙[x3+31x-30]/[-8] + y1∙[x3-9x2+23x-15]/[3] +
            y2∙[x3-8x2+17x-10]/[-4] + y3∙ [x3-6x2+11x- 6]/[24] 
подставляя значения y0÷ y3 и группируя относительно xi получим многочлен вида:    L3(x) = a3x3 + a2x2 + a1x + a0  
Процесс получения значения функции  Ln(x) связан с большим объемом вычислений.использовать ЭВМ. 

Заметим. Интерполяционная формула Лагранжа заметно упрощается, если узлы интерполяции – равноотстоящие. 
h = xi+1 – xi = const  -- шаг интерполяции. 
 Если ввести обозначение  (x-x0)/h = q , 
 то  xi – xj = h(i - j)  целое число шагов; 
x – xi = h(q - i)  ,  подставим в выражение для Qi  и затем в формулу Лагранжа.  Получим интерполяционный многочлен Лагранжа для равноотстоящих узлов интерполяции в виде: 


	

	
	



Ln(x) = Ln(x0+qh) = 

где       Cni = n! / [i! (n - i)!] 
    Имеются еще интерполяционные формулы Ньютона (1-я и 2-я), но они и формула Лагранжа являются лишь различными формами одного и того же многочлена n-ой степени. 
В тех случаях, когда нет необходимости определения функциональной зависимости f(x) (аналитического выражения) табличных данных, а требуется лишь определить значение функции в точке отличной от узла интерполяции, удобно использовать интерполяцию по схеме Эйткена. 
Отметим – имеются еще интерполяционные схемы (формулы) Гаусса , интерполирование с помощью многочленов Чебышева и др. способы решения этой задачи. 
Теоретическая оценка погрешности интерполяционного многочлена  Лагранжа: 


	

	
	





fn+1 (x) производная в некоторой точке ξ на интервале [a,b] имеет max значение 
Пример. С какой точностью можно вычислить 115½ с помощью интерполяционной формулы Лагранжа y=x½ выбрав узлы x0 =100, x1 =121, 
x2 =144 ? 
y'= ½x-½ ;              y'' =-¼x-1½ ;         y''' =3/8x-2½
  max|y'''|=3/8*1/(100)5/2 = (100≤x≤144)=3/8*10-5 
|R2|≤ 3/8*10-5*1/3![(115-100)(115-121)(115-144)] = 1.6 10-3 
Проверить на компьютере. 
   Интерполяционного формулы Лагранжа, Ньютона используются с заданием степени полинома. 
Самый простой – это линейный, когда линия строится по 2-м точкам, более усложненный – квадратичный (пораболический) полином – по 3-м точкам и т.д. 
L1(x)=y0(x-x1)/(x0-x1)+y1(x-x0)/(x1-x0)=y0(x1-x)/(x1-x0)+y1(x-x0)/(x1-x0)=(y0x1-y0x+y1x-y1x0)/(x1-x0)                                                        = y0+(y1-y0)/ (x1-x0)*(x-x0)=P1(x) 
это 1-я интерполяционная формула Ньютона. 
 Область табличных точек выбирается относительно значения x, при котором следует определить f(x). При этом могут быть различные способы: например, при n=2 
    точка x  после x0 или после x1    и результаты могут      отличаться. 
    Формулы,  применяемые при интерполировании, выглядят  громозкими, но они легко программируются, например :





















Лекция №7
Тема: Интерполяция сплайнами

Если необходимо провести на чертеже линию по известным точкам yi(xi) ,  i=0÷n, то обычно пользуются лекалом. Не легко подобрать участок лекала проходящий сразу через много точек. Опытные инженеры-проектировщики используют в таких случаях металлическую линейку (гибкое лекало), ставят её на ребро и изгибают так, чтобы её ребро проходило сразу через большое число точек.
Этот способ интерполяции можно описать математически.
Линейка – это упругий брусок. Из сопромата известно, что уравнение его свободного равновесия есть     φIV(x) =0 . 
Значит в промежутке между каждой парой соседних точек интерполяционная функция является многочленом третьей степени. Запишем в виде 
φ(x)=ai + bi (x-xi-1) + ci (x-xi-1)2 + di (x-xi-1)3 ,            (c1) 
xi-1 ≤ x ≤ xi
Коэффициенты многочлена на каждом интервале определяются из условий в узлах: 
yi-1 =φ(xi-1) = ai , (c2)
yi  =φ(xi)  = ai + bihi + cihi2 + dihi3  ,   hi = xi- xi-1 ,  (c3) 
i = 1 ÷ n
Этих уравнений в 2-е меньше числа неизвестных коэффициентов   (2n<4n).
В качестве дополнительных условий используем первую и вторую производные многочлена φ(x): 
φ'(x) = bi + 2 ci (x-xi-1) + 3 di (x-xi-1)2
φ''(x) = 2 ci  + 6 di (x-xi-1)                    при    xi-1 ≤ x ≤ xi 
Из условия гладкости линейки следует, что функция непрерывна во всех точках включая узлы. 
Математически это означает, что для любого внутреннего узла правые и левые производные равны:
bi+1 = bi + 2 ci hi + 3 di hi2   ,                                        (c4)
ci+1 = ci + 3 di hi                  ,            i = 1 ÷ (n-1)       (c5) 
Получено   2 (n-1) условие. 
Итого =2n + 2n -2  условия.
Недостающие два условия берутся из предположения о нулевой кривизне линейки на концах – концы линейки отпущены – свободны. (Это естественный кубический сплайн)
 Математически это    ½φ''(x0) = c1 = 0 ,
                                   ½φ''(xn) = cn + 3 dnhn = 0        (c6)
Уравнения (с2÷с6) образуют систему линейных уравнений для определения  4nнеизвестных коэффициентов. Эту систему можно решить методом исключения Гаусса.
bi+1 = bi + 2 ci hi + 3 di hi2   ,                                      (c4)
ci+1 = ci + 3 di hi                  ,            i = 1 ÷ (n-1)       (c5) 
Получено   2 (n-1) условие. 
Итого =2n + 2n -2  условия.
Недостающие два условия берутся из предположения о нулевой кривизне линейки на концах – концы линейки отпущены – свободны. (Это естественный кубический сплайн)
 Математически это    ½φ''(x0) = c1 = 0 ,
                                   ½φ''(xn) = cn + 3 dnhn = 0        (c6)
Уравнения (с2÷с6) образуют систему линейных уравнений для определения  4nнеизвестных коэффициентов. Эту систему можно решить методом исключения Гаусса.
Но выгоднее систему привести к специальному виду. 
Уравнение (c2) сразу дает все значения коэффициентов aiai = yi-1 ,     i=1÷n
Из уравнения (c5) следует:
di = (ci+1 - ci)/3hi  , i=1÷n-1           (c7)
Из уравнения (c6) следует: dn = - cn /3hn
Подставим (c7) в (c3), получим
bi  = (yi – yi-1)/hi - 1/3 hi (ci+1 -2 ci) , 
                                                              i=1÷n-1               (c8) 
bn = (yn – yn-1)/hn – 2/3 hncn
Исключим из (c4) величины bi  и bi+1 , используя (c8)                                                                        (индекс ↑ на 1);                 и              di , используя (c7).
Останется система линейных уравнений относительно коэффициентов ci , которая приводится к виду: 

c1= 0 (c9)
hi-1ci-1+2(hi-1+hi)ci +hici+1=3[(yi-yi-1)/hi – (yi-1-yi-2)/hi-1], 
                                                                               i=2÷n
cn= 0
Матрица этой системы трехдиагональная   и диагонально доминирующая, также симметричная и положительно определенная  

2(h1+ h2)      h2                  0           0   …                                0     
              h2         2(h2+ h3)      h3                0  …                                0
H=         0             h3           2(h3+ h4)    h4 …                                0
           ………………………………………………… 
              0  ……                                                     hn-2     2(hn-2 + hn-1) 
Система уравнений (с9) с матрицей H обычно решается методом прогонки – это частный случай метода Гаусса.
     Зная ci по (с7) и (с8) определяются bi и  di
В математике доказано, что если выполняется условие преобладания диагональных элементов в матрице H (по строкам), то в преобразованиях прямого хода не возникает деления на нуль, и тем самым исходная система уравнений имеет единственное решение.
Мы рассмотрели естественный сплайн (кубический – 3-ей степени)
Существуют и другие сплайны  другие степени и другие условия на границах. Иногда задают на границах наклоны :φ'(x0)  и φ'(xn ).
Сплайновая интерполяция применима достаточно широко как чисто при решении задачи интерполирования при недостаточно подробной сетке данных, так и при решении краевых задач эллиптических уравнений в частных производных с гладкими коэффициентами. 
Естественный кубический сплайн – является единственной функцией, обладающей свойством минимальной кривизны, среди всех функций интерполирующих данный набор точек и имеющих квадратично интегрируемую 2-ю производную. 
В этом смысле естественный кубический сплайн – есть
самая гладкая из функций,    интерполирующих данный набор точек. 

Среднеквадратичное приближение   
Интерполяция позволяет легко аппроксимировать функцию y(x). Однако точность такой аппроксимации гарантирована лишь в небольшом интервале порядка нескольких шагов сетки таблицы. Для другого интервала приходится заново вычислять коэффициенты интерполяционной формулы.
 Часто желательно иметь единую формулу f(x), пригодную для большого отрезка  a ≤ x ≤ b .
 При интерполяции приравниваются значения y(x) и f(x) в узлах. Но если y(xi) определены не точно, например, значения взяты из эксперимента, то точное приравнивание не  разумно.
Поэтому нередко целесообразней приближать функцию не по точкам, а в среднем, т.е. в норме  Lp . 
Пусть заданы функция y(x) (по точкам) и множество  функций f(x), принадлежащих к линейному нормированному пространству функций (классу функций). 
Может быть две задачи:
      1. Аппроксимация с заданной точностью: по заданномуε  найти такую f(x), чтобы выполнялось неравенство 
                  || y(x) - f(x) || ≤ ε .
      2. Нахождение наилучшего приближения. 
      Теория говорит, что при линейной аппроксимации наилучшее приближение существует, но не всегда оно единственно. 
▪   Пусть мы имеем таблицу значений yi(xi), i= 1,2,…,n. 
▪   Возникает практически важная задача – найти эмпирическую формулу    ỹ = f̃(x)  ,  значения которой в точках xi возможно мало отличаются от заданных  yi (опытных). 
▪   В такой постановке данная задача весьма неопределённа.
Следует ещё указать достаточно узкий класс функций, которому должна принадлежать искомая функция f̃(x), например, множество  функций линейных, степенных, показательных и т.д. 
В этом случае задача сводится к нахождению наилучших значений параметров этих функций. 
 Класс функций подбирают используя требования простоты эмпирической формулы, а так же физичности (подсказывается природой явления, которое описывается формулой).
 Геометрический смысл всего этого состоит в проведении кривой вида Γ «возможно ближе» к системе точек Mi(xi,yi), i= 1,2,…,n.
Разумеется, при этом должен быть выяснен математический смысл понятия «близости». 
Построение эмпирической формулы состоит из 2-х этапов: 
        1) выяснения общего вида этой функций; 
        2)  определение наилучших её параметров.
1. Обычно предполагается, что на данном интервале зависимость не имеет разрывов – она плавная. 
Часто тип формулы выбирается на основе теоретических представлений о характере изучаемой зависимости.
  Часто, это делают сравнивая … с образцами известных кривых (или их семействами).
Эмпирические формулы не претендуют на роль законов природы, а являются лишь гипотезами функционального описания опытных данных. Однако значение их весьма велико. В науке есть много примеров, когда удачная аппроксимация приводила к большим научным открытиям. 
Удачный подбор эмпирической формулы в значительной мере зависит от опыта и искусства разработчика.
2.  Если вид эмпирической формулы выбран, то возникает задача определения наилучших коэффициентов (параметров), входящих в эту формулу     f̃(x, a1, a2, … , am) ,
      неизвестные постоянные – m – штук.
          Обычно 
На практике значения (xi,yi) содержат измерительные ошибки.    Поэтому система уравнений  yi = f̃(xi, a1, a2, …, am) , i=1…n, как правило, не совместна  (кривая не проходит строго по точкам). 
Приходится отыскивать такие значения   a1, a2, …, am , которые приближенно удовлетворяют системе уравнений, такие, что невязки (уклонения)
yi - f̃(xi, a1, a2, …, am) = εi             (**)
являются возможно малыми.
Геометрический смысл этого – кривая должна наиболее тесно примыкать к системе точек     Mi(xi,yi), i= 1,2,…,n. 
Наиболее применимыми являются эмпирические формулы, линейно зависящие от параметров, т.е. вида
f̃(x) = φ0(x)+ a1 φ1(x)+ a2φ2(x) +… + amφm(x)   ***) 
 В этом случае  система уравнений линейная и сравнительно просто исследуется. 
При нелинейной зависимости от параметров  ai система также не линейна  труднее решать и исследовать.

Лекция № 8
Тема: Элементы теории графов


ГРАФ — множество V вершин и набор Е неупорядоченных и упорядоченных пар вершин; обозначается Г. через G(V, E).
 Неупорядоченная пара вершин наз. ребром, упорядоченная пара — дугой. 
Г., содержащий только ребра, наз. н е о р и е н т и р о в а нн ы м; 
Г., содержащий только дуги,— ориентированным. 
Пара вершин может соединяться двумя или более ребрами (дугами одного направления), такие ребра (дуги) наз. кратными. Дуга (или ребро) может начинаться и кончаться в одной и той же вершине, такая дуга (ребро) наз. петлей. 
(Иногда под Г. понимают Г. без петель и кратных ребер; тогда Г., в к-ром допускаются кратные ребра, наз.  мультиграфом, а Г., в к-ром допускаются кратные ребра и петли, наз. псевдографом.)
Вершины, соединенные ребром или дугой, наз. смежными. 
Ребра, имеющие общую вершину, также наз. смежными. 
Ребро (дуга) и любая из его двух вершин наз. инцидентными. Говорят, что ребро (u, v) соединяет вершины uи v, а дуга (u, v) начинается в вершине u и кончается в вершине v.
Каждый Г. можно представить в евклидовом пространстве множеством точек, соответствующих вершинам, к-рые соединены линиями, соответствующими ребрам (или дугам) Г. В трехмерном пространстве любой Г. можно представить таким образом, что линии, соответствующие ребрам (дугам), не пересекаются во внутренних точках.
Существуют различные способы задания Г. 
Пусть u1, u2, ..., un— вершины графа G(V, Е), ael, e2, ... ..,, еm— его ребра. 
Матрицей смежности, соответствующей графу G, наз. матрица 
А = ||аij||, у к-рой элемент аij равен числу ребер (дуг), соединяющих вершины ui и uj (идущих из ui в uj), и аij = 0, если соответствующие вершины не смежны. 
В матрице инцидентностиB= ||bij|| графа G элемент bij =l, если вершина ui инцидентна ребру еj и bij =0, если вершина ui и ребро еj не инцидентны. Г. можно задать посредством списков, напр., указанием пар вершин, соединенных ребрами (дугами), или заданием для каждой вершины множества смежных с ней вершин. 
Два графа G(V, E) и H(W, I) наз. изоморфными, если существует взаимно однозначное соответствие между множествами вершин V, W и множествами ребер Е, I, сохраняющее отношение инцидентности (см. также Графов изоморфизм).
Подграфом[image: ]графа G(V, E) наз. Г. с множеством вершин[image: ]и множеством ребер (дуг) [image: ] , каждое из к-рых инцидентно только вершинам из V΄.  Подграфом [image: ], порожденным подмножеством [image: ], наз. Г. с множеством вершин V΄ и набором ребер (дуг) Е', состоящим из всех ребер (дуг) графа G, к-рые соединяют вершины из V΄. 
Остовный подграфG'(V, E') содержит все вершины графа G и нек-рый поднабор его ребер (дуг)[image: ]. 
Последовательность ребер (u0, u1), (u1, u2), ..., (ui-1, ui), (ui, ui+1), ..., (ur-1, ur) наз. маршрутом, соединяющим вершины u0  и  ur. Маршрут замкнут, если u0 = ur. 
Маршрут наз. цепью, если все его ребра различны, и простой цепью, если все его вершины различны. 
Замкнутая (простая) цепь наз. (п р ос т ы м) циклом. 
Г. наз. связным, если любая пара его вершин соединена маршрутом. Максимальный связный подграф графа G наз. компонентой связности. Несвязный Г. имеет по крайней мере две компоненты связности (см. также Графа связность).
Длина маршрута (цепи, простой цепи) равна количеству ребер в порядке их прохождения. Длина кратчайшей простой цепи, соединяющей вершины ui и uj в графе G, наз. расстоянием d(ui, uj) между ui и uj. В связном неориентированном Г. расстояние удовлетворяет аксиомам метрики. 
Диаметр Г -  это его наибольшее расстояние. 

[image: ]
наз.  радиусом, а вершина u0, для к-ройmaxd(ui, uj)  принимает наименьшее значение, наз. центром графа G. В Г. может быть много центров и ни одного.
Степенью вершиныuiграфа G, обозначаемой di, наз. число ребер, инцидентных этой вершине. Если граф G (без петель) имеет n вершин и m ребер, то [image: ] .
Вершина ui наз. изолированной, если di =0, и концевой, если di =l.  Г., у к-рого все вершины имеют одинаковые степени (равные k), наз. регулярным (степени k). 
В полном Г. нет петель и каждая пара вершин соединена в точности одним ребром. 
Для графа G(V, E), не имеющего петель и кратных ребер, дополнительным Г. к G наз. Граф [image: ], у к-рого Vˉ= V и вершины смежны в Gˉ только в том случае, когда они не смежны в G.  
Г., дополнительный к полному, состоит из изолированных вершин и наз. пустым. 
Многие характеристики для графа G и его дополнения Gˉ оказываются зависимыми. В ориентированном графе G для каждой вершины ui определяются полустепень исхода и полустепень захода как количества дуг, выходящих из этой вершины и входящих в нее соответственно.   
Полный  ориентированный  Г.  наз. турниром.
Каждому графу G можно отнести ряд Г., являющихся производными от G. 
Так, реберным графом L (G) графа G  наз. Г., вершины к-рого соответствуют ребрам графа G и две вершины смежны в L (G) в том и только в том случае, когда соответствующие им ребра графа G смежны.     В тотальном графе Т(G) графа G вершины соответствуют элементам графа G, т. е. вершинам и ребрам, и две вершины в Т (G) смежны тогда и только тогда, когда соответствующие элементы в G смежны или инцидентны. Многие свойства графа G переносятся на графы L(G) и T(G). 
Известно много обобщений понятия «Г.»; одними из них являются понятия гиперграфа и сети.
С помощью различных операций можно строить Г. из более простых, переходить от одного Г. к более простому, разбивать Г. на более простые, в заданном классе Г. переходить от одного Г. к другому и т. д. Наиболее употребительными одноместными операциями являются: удаление ребра (вершины ребра сохраняются), добавление ребра между двумя вершинами Г., удаление вершины вместе с инцидентными ей ребрами (Г., полученныйв результате удаления вершины и из графа G, часто обозначают G-v), добавление вершины (к-рую можно соединить ребрами с нек-рыми вершинами Г.), стягивание ребра — отождествление пары смежных вершин, т. е. удаление пары смежных вершин и добавление новой вершины, смежной с теми вершинами Г., к-рые были смежны хотя бы с одной из удаленных вершин;подразбиение ребра — удаление ребра и добавление новой вершины, к-рая соединяется ребром с каждой вершиной удаленного ребра. В ряде задач теории Г. используются двуместные операции над Г. Пусть G1=G(V1, Е1) и G2=G(V2, Е2)— Г. такие, что [image: ] и[image: ]. 
Объединением графов  G1  и G2 наз.  граф [image: ] с множеством вершин[image: ] и   множеством   ребер [image: ] .
Произведением графов G1 и G2 наз. граф [image: ], множеством вершин к-рого являются элементы декартова произведения [image: ], причем две из этих вершин (u1, u2) и (v1, v2) смежны в том и только в том случае, если либо u1=v1 и вершина u2 смежна с вершиной v2, либо u2=v2 и вершина u1 смежна с вершиной v1.  Напр., любой Г. является объединением своих компонент связности; Г., известный как n-мерный единичный куб Qn, может быть определен рекуррентно с помощью операции произведения:
[image: ]
где Q1=K2—граф, состоящий из пары вершин, соединенных одним ребром. Эти операции можно определить также для пересекающихся Г., в частности для подграфов одного Г.
Сложением по модулю 2 графовG1 и G2 наз. граф G с множеством вершин [image: ] и множеством ребер[image: ]
[image: ]
Рис. 1.
Употребляются и другие многоместные операции над Г. Для некоторых классов Г. удается найти простые операции, позволяющие с помощью многократного их применения перейти от любого Г. изучаемого класса к любому другому Г. этого класса. На рис. 1 приведена операция, с помощью к-рой в классе Г. с одинаковым набором степеней можно перейти от одного произвольного Г. к любому другому; на рис. 2 показана операция, позволяющая в классе плоских триангуляции (см. Граф плоский) с одинаковым числом вершин перейти от произвольной триангуляции к любой другой. Для описания и изучения нек-рых классов Г. отыскиваются такие операции и множества Г., из к-рых с помощью данных операций можно получить любой Г. заданного класса. Операции над Г. используются также для построения Г. с заданными свойствами, при вычислении графов числовых характеристик и т. д.

[image: ]
Рис. 2.
Понятие «Г.» используется в определении таких математич. понятий, как управляющая система, в нек-рых определениях алгоритма, грамматики и др. Изложение ряда математич. теорий становится более наглядным при использовании геометрич. представления Г., напр.
теории марковских цепей. Понятие «Г.» широко используется при создании и описании различных математич. моделей в экономике, биологии и т. д.

Лит.: [1] Б е р ж К., Теория графов и ее применения, пер. с франц., М., 1962; [2] О р е О., Теория графой, пер. с англ., М., 1968; [3] Зыков А. А., Теория конечных графов, [в. 1], Новосиб., 1969; [4] X а р а р и Ф., Теория графов, пер.   с   англ.,   М., 1973. 

















Лекция№9

Тема:Задача Коши и краевая задача

Большинство физических и технических процессов описываются дифференциальными уравнениями.  Число уравнений, которые можно решить аналитическими методами ограничено.
   Обыкновенные дифференциальные уравнения (ОДУ) содержат одну независимую переменную и производные по ней.
    Чтобы решить ОДУ необходимо знать значения зависимой переменной  и  (или) её производных при некоторых значениях независимой переменной.
▪ Если эти дополнительные условия заданы при одном значении независимой переменной – это задача с начальными условиями или задача Коши.
▪ Если эти дополнительные условия заданы при двух значениях независимой переменной – это краевая задача.
Условия соответственно называют: начальные и граничные.
Часто в задаче Коши в роли независимой переменной выступает время (процессы во времени, например, переходные процессы в электрических цепях). 
    В краевой задаче в роли независимой переменной выступает длина – деформация упругого стержня.

 Задача Коши формулируется следующим образом:
  Пусть даны     дифференциальное уравнение описывающее процесс               
dy/dx = f(x,y)
и начальное условие
y(x0) = y0  .
Требуется найти функцию y(x) , удовлетворяющую как дифференциальному уравнению, так и начальному условию.
Решение в в виде  численных значений yi в точках xi . 
   В настоящее время число разработанных методов решения задачи Коши велико. Их можно разбить на две группы.
  ▪ Одношаговые методы – для  нахождения следующей точки i + 1 на кривой f(x) требуется информация лишь об одном предыдущем шаге  i. 
            Это методы  Эйлера,  Рунге-Кутта и др.
  ▪ Методы прогноза и коррекции (многошаговые) – для нахождения следующей точки i + 1 на кривой f(x) требуется информация более чем об одной предыдущих точках i, i-1, …
   Чтобы получить достаточно точное численное значение, часто используются итерации.   
              Такие методы  Милна, Адамса-Башфорта, Хемминга и др.
Погрешности
      Источников погрешностей 3:
  1 Погрешность округления – связана с представлением чисел в компьютере.
  2 Погрешность усечения – связана с тем, что для аппроксимации функции вместо бесконечных рядов часто используют лишь несколько первых их членов. Это методологическая погрешность.
  3 Погрешность распространения – является результатом накопления погрешностей, появившихся на предыдущих этапах расчета.
  Эти погрешности являются причиной наблюдаемых ошибок двух типов:   Локальной ошибки– сумма погрешностей вносимых в вычислительный процесс на каждом шаге вычислений.
Глобальная ошибка– разность между вычисленным и точным значениями на некотором этапе реализации алгоритма, определяет погрешность накопившуюся с начала вычислений. 
Одношаговые методы решения задачи Коши 
Предназначены для решения дифференциальных уравнений первого порядка
y' = f (x,y)   при  y(x0) = y0
Метод Эйлера– это простейший метод, точность его не велика, на практике используется сравнительно редко.  НО это классика хорош для понимания алгоритма … 
    Метод основан на разложении    yв ряд Тейлора в окрестности x0
y(x0+h) = y(x0) + hy' (x0) + ½h2y''(x0) + …
если h мало, то члены ряда содержащие h2,h3,…являются тем более малыми и ими пренебрегают. Тогда 
y(x0+h) = y(x0) + hy' (x0),
y(x0) – это само начальное условие. Значение y' (x0) находим  из дифференциального уравнения при начальном условии. 
этот процесс продолжается для x2=x1+h2,  x3=x2+h3,  и т.далее.
Алгоритм можно записать в виде: 
y i+1 = y i + h i+1 f (xi,yi),   i=0,1,2,…. 

x0h1x1h2x2x
                                         Ошибка метода Эйлера имеет порядок  
h2         
 так как члены с h2, h3, …   отбрасываются

Модифицированный метод Эйлера 
Алгоритм можно записать в виде: 
  Сначала вычисляют значение функции в следующей точке 
y*i+1 = yi + hi+1 f (xi,yi),   i=0,1,2,…., но оно промежуточное. Его используют для расчета производной в конце (i+1)-го интервала
f(xi+1,y*i+1)  .
Затем вычисляют среднее значениепроизводной на интервале
f (xi,yi)+f(xi+1,y*i+1) 
2
И более точное значение функции в (i+1)-ой точке. 
y i+1 = y i + ½h i+1(f (xi,yi)+f(xi+1,y*i+1)),   i=0,1,2,…. 
Погрешность на каждом шаге этого метода имеет порядок      h3.
Графически это выглядит так:
xih/2h/2  xi+1                                        x






Метод Рунге-Кутта
 Чтобы удержать в ряде Тейлора член n-го порядка необходимо каким-то образом вычислить n-ю производную зависимой переменной. 
 Очевидно, чем выше порядок вычисляемой производной, тем больше дополнительных вычислений требуется внутри интервала.
Метод Рунге-Кутта дает набор формул для расчета координат внутренних точек, требуемых для реализации этой идеи.
Существует несколько способов расположения внутренних точек и выбора относительных весов для найденных производных 
 метод объединяет целое семейство подметодов решения     дифференциальных уравнений 1-го порядка. 
  Наиболее применим один из них – в нем удерживаются все члены разложения включая h4 – метод четвертого порядка точности. 
Алгоритм метода в формулах:
yi+1 =yi + (K0+ 2K1 +2K2 +K3) / 6 ,       
K0 = h∙f(xi , yi );
                 K1 = h∙f(xi +½h , yi + ½ K0);
                 K2 = h∙f(xi +½h , yi + ½ K1);
                 K3 = h∙f(xi+ h , yi+ K2);
Ошибка на расчетном шаге имеет порядок    h5. 
Более высокая точность метода позволяет увеличить шаг интегрирования    h.  Величину шага можно менять    h = hi.
Пример  требуется решить уравнение 
dy/dx = 2x2 +2y    при   y(0)=1.
                      на интервале  0 ÷ 1 с шагом    h =0,1 =Const.
Уравнение имеет аналитическое решение
y=1,5e2x –x2 –x -0,5   (точное решение)
Таблица сравнения результатов расчетов
	xi
	Эйлера
	мод.Эйлера
	Рунге-Кутта
	Точн.знач.

	0,0 
	1 
	1 
	1 
	1 

	0,1 
	1,2 
	1,221 
	1,2221 
	1,2221 

	… 
	… 
	… 
	… 
	… 

	0,5 
	2,5569 
	2,7680 
	2,8274 
	2,8274 

	… 
	… 
	… 
	… 
	… 

	1,0 
	7,0472 
	8,0032 
	8,5834 
	8,5836 



Метод Рунге-Кутта для системы дифференциальных уравнений
   Формулы Р-К можно использовать для решения систем дифференциальных уравнений и, следовательно, для решения дифференциальных уравнений более высоких порядков. 
   Любое дифференциальное уравнение n-го порядка можно свести к n дифференциальным уравнениям первого порядка. 
Пример  Дифференциальное уравнение  2-го порядка. 
d2y/dx2= g(x, y, dy/dx)
Примем             z= dy/dx,  тогда  dz/dx = d2y/dx2
Получим два уравнения первого порядка:
dz/dx = g (x, y, z)
dy/dx = f (x, y, z) = z
Должно быть два начальных условия: y(x0) =y0 ;z(x0) = z0 
Алгоритм метода в формулах:  
yi+1= yi + K    ;                           zi+1 = zi + L
K=(K1 + 2∙K2+ 2∙K3 + K4)/6 ;   L =(L1 + 2∙L2+ 2∙L3 + L4)/6 
K1 = h∙f(xi,yi,zi) 
              L1 = h∙g(xi,yi,zi)
              K2 = h∙f(xi + ½∙h, yi + ½∙ K1 , zi + ½∙ L1)
              L2 = h∙g(xi + ½∙h, yi + ½∙ K1 , zi + ½∙ L1)
              K3 = h∙f(xi + ½∙h, yi + ½∙ K2 , zi + ½∙ L2)
              L3 = h∙g(xi + ½∙h, yi + ½∙ K2 , zi + ½∙ L2
              K4 = h∙f(xi + h, yi + K3 , zi + L3)
              L4 = h∙g(xi + h, yi + K3 , zi + L3) 
При увеличении числа уравнений используется модифицированный метод Р-К (метод Гилла) 
Общая характеристика одношаговых методов – общие черты:
 Чтобы получить информацию в новой точке, надо иметь данные лишь в одной предыдущей точке. Свойство – «сомостартование».

В основе всех методов лежит разложение функции в ряд Тейлора, в котором сохранены члены содержащие h в степени k включительно.  k– порядок метода.   Погрешность на шаге имеет порядок   k +1.
Методы не требуют вычисления производных – вычисляется лишь сама функция.
Свойство «сомостартования» позволяет легко менять значение шага интегрирования.

Методы прогноза и коррекции
   В этих методах для вычисления положения новой точки используются данные в нескольких ранее рассчитанных точках. Для этого применяют две формулы, которые соответственно и называются формулами прогноза и коррекции.
   В отличие от одношаговых методов они не обладают свойством «сомостартования». Поэтому, прежде чем применить метод П и К, исходные данные приходится вычислять с помощью какого-либо одношагового метода, часто используют метод Рунге-Кутта.
   Схемы алгоритмов для всех методов  П и К примерно одинаковы, а сами методы отличаются лишь формулами. 
а. Использование одношагового метода для получения начальных данных.
б. Применение формулы прогноза для получения yi+1(0) . 
в. Использование диф.ур-я для вычисления y'i+10 =f(xi+1, yi+1(0) ).
г. j=0. 
д. Применение формулы коррекции для получения yi+1(j+1) .
е. Использование диф.ур-я для вычисления y'i+1(j+1) =f(xi+1, yi+1(j+1) ).
ж. Достаточно ли мало изменение y' ?
если нет, то  j = j+1 и переход на  д 
если да, то использование y'i+1(j+1)для вычисления  yi+1.
з. Переход к следующему шагу ( i=i+1 , на б.) или выход из            процесса расчета.
Методы П и К позволяют легко оценивать погрешность на шаге и корректировать величину шага. По объему вычислений меньше чем Р-К. Поэтому считаются более эффективными. 
   В настоящее время есть гибридные методы сочетающие достоинства одношаговых методов и методов прогноза и коррекции.
«Жесткие» задачи 
Некоторые обыкновенные дифференциальные уравнения не решаются ни одним из рассмотренных выше методов.
Постоянная времени диф. ур-я 1-го порядка – это время, за которое значение нестационарной части решения убывает в eраз.
     Диф. ур-я n-го порядка имеют nпостоянных времени. 
  Если значения любых двух из них сильно отличаются или одна из них достаточно мала по сравнению с интервалов времени, для которого решается задача, то задачу называют «жесткой» и её практически невозможно решить обычными методами. 
 (Должен быть шаг очень малым, что ведет к увеличению ошибки  к бессмысленности результата).
  Встречаются в задачах управления, расчета электрических цепей, химических реакций и т.д. 
Разработке методов решения таких задач уделяется много внимания методы есть. 
Краевые задачи решаются методами, которые можно разделить на 2 группы:
Методы, основанные на замене решения  краевой задачи решениями нескольких задач Коши. (Например, метод «стрельбы» для линейных уравнений 2-го порядка).
Методы, в которых используют конечно-разностную форму дифференциального уравнения, заменяя  y'  и  y'' разностями
y'(xi) = (yi+1-yi)/ (2h)
y''= (yi+1 - 2yi + yi-1)/h2 
затем составляется система уравнений с использованием граничных условий, которая решается относительно всех  yi , i=0÷n.







Лекция №10

Тема: Методы оптимизации


Методы оптимизации — поиска экстремума функции (в практических задачах — критериев оптимальности) при наличии ограничений или без ограничений очень широко используются на практике. Это прежде всего оптимальное проектирование (выбор наилучших номинальных технологических режимов, элементов конструкций, структуры технологических цепочек, условий экономической деятельности, повышение доходности и т.д.), оптимальное управление, построение нелинейных математических моделей объектов управления (минимизации невязок различной структуры модели и реального объекта) и многие другие аспекты решения экономических и социальных проблем (например, управление запасами, трудовыми ресурсами, транспортными потоками и т.д. и т.п.).
Существует достаточно большое количество численных методов оптимизации. В данном пособии рассмотрены основные из них, классифицирующиеся следующим образом:
1. По размерности решаемой задачи: одномерные и многомерные.
2. По способу формирования шага многомерные методы делятся на следующие виды:
2.1. Градиентные.
  • по способу вычисления градиента: с парной пробой и с центральной пробой;
  • по алгоритму коррекции шага;
  • по алгоритму вычисления новой точки: одношаговые и многошаговые.
2.2. Безградиентные: с поочередным изменением переменных и с одновременным изменением переменных.
2.3. Случайного поиска: с чисто случайной стратегией и со смешанной стратегией.
3. По наличию активных ограничений. 
3.1. Без ограничений (безусловные).
3.2. С ограничениями (условные):
  • с ограничениями типа равенств;
  • с ограничениями типа неравенств;
  • смешанные.
Методы одномерной оптимизации являются базой для некоторых "многомерных" методов. В многомерной градиентной оптимизации строится улучшающая последовательность в зависимости от скорости изменения критерия по различным направлениям. При этом под улучшающей последовательностью понимается такая последовательность x0, х1,..., хi,..., в каждой точке которой значение критерия оптимальности лучше, чем в предыдущей. В безградиентных методах величина и направление шага к оптимуму при построении улучшающей последовательности формируется однозначно по определенным детерминированным функциям в зависимости от свойств критерия оптимальности в окрестности текущей точки без использования производных (т.е. градиента). Случайные методы используются в задачах высокой размерности. Многомерная условная оптимизация учитывает активные ограничения, выраженные в виде равенств и неравенств. В каждом из рассмотренных направлений имеется большое число методов, обладающих своими достоинствами и недостатками, которые зависят прежде всего от свойств тех функций, экстремум которых ищется. Одним из сравнительных показателей качества метода является количество значений функции, которое нужно вычислить для решения задачи с заданной погрешностью. Чем это число меньше, тем при прочих равных условиях эффективнее метод.
Эти темы охватывают широкий спектр методов и являются достаточным минимумом, необходимым для дальнейшего успешного решения различных задач оптимизации, возникающих при математическом моделировании реальных технологических и экономических объектов и управлении ими.
В теоретических и математических задачах принято рассматривать задачи оптимизации как задачи поиска минимума функции. Даже методы имеют общее название — методы спуска. Однако при решении реальных практических задач очень часто встречаются задачи и на максимум (например, максимизация дохода, объема выпуска продукции и т.д.). Конечно, легко перейти от одного вида экстремума к другому путем смены знака у критерия оптимальности, но это делают в прикладных нематематических задачах не всегда, чтобы не терять содержательную нить задачи. Поэтому в данной книге не делается упор на поиск именно минимума, тем более что практически все методы могут искать и минимум, и максимум при незначительных изменениях в алгоритмах. Это поможет не потерять контакт со многими нематематическими изданиями, полезными в профессиональной деятельности.

ОДНОМЕРНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ
КОНЦЕПЦИЯ МЕТОДОВ
В данном разделе рассматриваются методы решения одномерных задач оптимизации вида

R(x) max / а  х b,
где х — скаляр, а и b — соответственно минимальное и максимальное возможные значения переменной x.
В основном рассматриваются алгоритмы, связанные с построением улучшающей последовательности. Решением задачи называется x*, при котором R(x*) R(x) для любого значенияа х b. При практическом решении задач не будем различать два значения хi и хi+1, если |хi - хi+1|, где — задаваемая погрешность решения.




ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ
МЕТОД СКАНИРОВАНИЯ
Метод заключается в последовательном переборе всех значенийа х b  с шагом  (погрешность решения) с вычислением критерия оптимальности Rв каждой точке. Путем выбора наибольшего из всех вычисленных значений Rи находится решение задачи х*.
Достоинство метода в том, что можно найти глобальный максимум критерия, если R(x) — многоэкстремальная функция. К недостаткам данного метода относится значительное число повторных вычислений R(x) что в случае сложной функции R(x) требует существенных затрат времени.
На практике можно реализовать одну из основных модификаций метода — последовательное уточнение решения, или сканирование с переменным шагом.
На первом этапе сканирование осуществляют с крупным шагом, затем отрезок, внутри которого получено наибольшее значение R(x), разбивается на более мелкие отрезки, ищется новый отрезок, внутри которого находится уточненное значение максимума. Он (новый отрезок) опять делится на более мелкие и т.д., до тех пор, пока величина отрезка, содержащего максимальное значение R(x), не будет меньше заданной погрешности. Главный недостаток этого варианта метода — возможность пропуска "острого" глобального максимума R(х).

МЕТОД ДЕЛЕНИЯ ПОПОЛАМ
Метод основан на делении текущего отрезка [а, b], где содержится искомый экстремум, на две равные части с последующим выбором одной из половин, в которой локализуется максимум в качестве следующего текущего отрезка. Экстремум локализуется путем сравнения двух значений критерия оптимальности в точках, отстоящих от середины отрезка на /2, где — погрешность решения задачи оптимизации.
Если R(x+  /2) >R(x- /2), то максимум располагается на правой половине текущего отрезка [a, b], в противном случае — на левой.
Процесс поиска завершается при достижении отрезком [a, b] величины заданной погрешности .
К недостаткам метода относится его работоспособность только для одноэкстремальных функций R(x) (т.е. таких, которые содержат один экстремум того типа, который мы ищем в задаче), так как в других случаях при сравнении двух критериев в соседних точках невозможно правильно выбрать следующий интервал, где находится максимум.
Существует и другой вариант алгоритма, заключающийся в следующем. После нахождения середины отрезка (например, точка c1) в одной из половинок (допустим, в левой) находят среднюю точку (точка с2и, сравнивая значения функции в этих точках, определяют, в какой из половинок находится экстремум. Если R(c1)<R(c2), то в качестве следующего отрезка выбираем отрезок [a, c1], если же R(c1)>R(c2) то берут новую точку в середине правой половины (точка с3) и в ней вычисляют функцию. В зависимости от сравнения значений функции в точках с3 и c1 выбирают новый отрезок [с1, b] или [c2, c3] И Т.Д.
Второй вариант метода не имеет с точки зрения эффективности принципиального отличия от первого, так как эффективность принято оценивать по наихудшему варианту (т.е. по двум вычислениям f(x) на каждом шаге). В первом варианте метода есть одна особенность, которая его делает очень эффективным при экспериментальном отыскании экстремума (например, при автоматической настройке технических систем или при практическом поиске наилучших условий деятельности экономического объекта). Малые отклонения от текущей точки обеспечивают в процессе поиска отсутствие "шараханий", сопровождающихся резкими отклонениями состояния системы.
МЕТОД ЗОЛОТОГО СЕЧЕНИЯ
Метод основан на делении текущего отрезка [а, b], где содержится искомый экстремум, на две неравные части, подчиняющиеся правилу золотого сечения, для определения следующего отрезка, содержащего максимум.
Золотое сечение определяется по правилу: отношение всего отрезка к большей его части равно отношению большей части отрезка к меньшей. Ему удовлетворяют две точки с и d, расположенные симметрично относительно середины отрезка.
[image: ]
Путем сравнения R(c) и R(d) определяют следующий отрезок, где содержится максимум. Если R(d) >R(c), то в качестве следующего отрезка выбирается отрезок [с, b], в противном случае — отрезок [a, d].
Новый отрезок снова делится на неравные части по правилу золотого сечения. Следует отметить, что точка dявляется и точкой золотого сечения отрезка [с, b], т.е.[image: ]
Поэтому на каждой следующей итерации (кроме "запуска" метода на исходном отрезке) нужно вычислять только одно значение критерия оптимальности.
Существуют аналитические формулы для расчета новой точки на отрезке, где находится максимальное значение R(x), которую нетрудно получить: [image: ]
Условие окончания поиска — величина отрезка, содержащего максимум, меньше заданной погрешности.
Метод обеспечивает более быструю сходимость к решению, чем многие другие методы, и применим, очевидно, только для одноэкстремальных функций.

МЕТОД ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ АППРОКСИМАЦИИ
Метод заключается в замене нелинейной функции R(x) квадратичной параболой R2(x),построенной по трем точкам, принадлежащим R(x), с последующим нахождением max параболической функции, используя аналитические условия оптимальности: dR/dx=0.
На первом этапе в качестве исходных трех точек используются х1= а, х2= bи х3=(а+b)/2. В этих точках вычисляется R(x) и по полученным точкам R(x1), R(x2), R(x3) строится парабола R2=С2x2+С1x+С0, коэффициенты которой находятся из решения соответствующей системы уравнений:
R2(xl)=R(xl),   R2(x2)=R(x2),   R2(x3)=R(x3).
Условие оптимальности приводит к уравнению х4=-С1/(2С2), где х4 — точка максимума параболы R2(x). Далее выбирается новый отрезок, внутри которого находится точка х4, и, используя х3, х4, строится новая парабола, по которой уточняется положение максимума R(x) и т.д. до тех пор, пока величина отрезка, внутри которого находится максимум, не будет меньше заданной погрешности . Таким образом, метод имеет итерационный характер. Можно строить параболу на каждом шаге и по трем последним точкам, но только в том случае, если точно известно, что функция гладкая и одноэкстремальная. В противном случае первый вариант даст лучший результат.
К достоинству метода относится высокая скорость сходимости к оптимуму, хотя метод может не всегда сходиться к нему.

МНОГОМЕРНАЯ БЕЗУСЛОВНАЯ ГРАДИЕНТНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ
КОНЦЕПЦИЯ МЕТОДОВ

В данном разделе рассматриваются методы построения улучшающих последовательностей при отыскании экстремума функции R(x) без активных ограничений. Активными принято назы-
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вать такие ограничения, на границе которых находится решение. Если известно, что решение лежит строго внутри допустимой области, например в случае ограничений типа неравенств, то такие ограничения лучше выводить из задачи на этапе ее постановки. Кстати, следует отметить, что ограничения типа равенств всегда активные.
Величина шага х в рекуррентном соотношении
xi+l=xi+хi
вычисляется с использованием градиента целевой функции R(x), т.е.
хi  =f (gradR(xi)),
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при этом шаг может определяться с использованием градиента в одной (текущей) или в двух (текущей и предыдущей) точках. Направление градиента, как известно, показывает направления наискорейшего возрастания функции, а его модуль — скорость этого возрастания.
Рис.17 Иллюстрация траекторий поиска минимума функции градиентными методами: 1 — оптимум; 2 — траектория метода градиента; 3 — траектория метода тяжелого шарика; 4 — траектория метода наискорейшего спуска; 5 — траектория метода сопряженных градиентов; б — начальные точки траекторий
В отличие от других рассмотренных выше вычислительных методов поисковые методы оптимизации содержат неформально (т.е. субъективно) задаваемые параметры, которые существенно влияют на эффективность поиска, вследствие чего один и тот же метод может дать совершенно различные траектории поиска. Поэтому для всех методов, рассматриваемых далее, на рис.  приводится лишь одна из возможных
 траекторий. Кроме того, для всех приведенных траекторий выбраны различные начальные условия, с тем чтобы не загромождать построения. На этом и последующих рисунках зависимость R(x1,x2) приведена в виде линий уровня на плоскости в координатах x1-х2.


ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ
МЕТОД ГРАДИЕНТА
Метод градиента в чистом виде формирует шаг по переменным как функцию от градиента R(x) в текущей точке поиска. Простейший алгоритм поиска minR(x) записывается в векторной форме следующим образом:
xi+1 = хi-h ∙gradR(xi),
или в скалярном виде:
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Величина рабочего шага в направлении градиента h∙gradR(x) зависит от величины градиента, который заранее учесть трудно, и от коэффициента пропорциональности шага h, с помощью которого можно управлять эффективностью метода.
Поиск каждой новой точки состоит из двух этапов:
1) оценка градиента R(x) путем вычисления частных производных от R(x) по каждой переменной xj;
2) рабочий шаг по всем переменным одновременно.
Величина hсильно влияет на эффективность метода. Большей эффективностью обладает вариант метода, когда шаг по каждой переменной определяется направляющими косинусами градиента
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[image: ]


В этом случае величина рабочего шага не зависит от величины модуля градиента, и ею легче управлять изменением А. В районе оптимума может возникать значительное "рыскание", поэтому используют различные алгоритмы коррекции h.
Наибольшее распространение получили следующие алгоритмы:
1. hi = const = h (без коррекции);
2. hi = hi-1/2, если R(хi)<R(xi-1);   hi = hi-1, если R(хi)>R(xi-1)

3. hi =hi-1, если ; hi = 2hi-1, если >; , если 2<, где  — угол между градиентами на предыдущем и текущем шаге;  и — заданные пороговые значения выбираются субъективно (например, =/6, =/3).
Вдали от оптимума направление градиента меняется мало, поэтому шаг можно увеличить (второе выражение), вблизи от оптимума направление резко меняется (угол между градиентами R(x) большой), поэтому hсокращается (третье выражение).
Для оценки частных производных используются разностные методы:
1. Алгоритм с центральной пробой
[image: ]
2. Алгоритм с парными пробами
[image: ]
где gi — пробный шаг по i-й переменной, выбираемый достаточно малым для разностной оценки производной.
Первый алгоритм требует меньших затрат по сравнению со вторым (обычно затраты выражаются количеством вычислений критерия оптимальности), но позволяет получить решение менее точно, чем второй, и эта погрешность зависит от величины пробного шага.
На рис. приведена одна из возможных траекторий поиска минимума двумерной функции градиентным методом (наряду с другими ниже рассматриваемыми методами).

Условием окончания поиска может являться малость модуля градиента R(x), т.е. |gradR(x)|<.
МЕТОД НАИСКОРЕЙШЕГО СПУСКА
Основным недостатком градиентного метода является необходимость частого вычисления производных от R(x). Этого недостатка лишен метод наискорейшего спуска, который заключается в следующем.
В текущей точке вычисляется gradR(x), и затем в направлении градиента ищется minR(x). Практически это может быть осуществлено любым методом одномерной оптимизации (поиск по одному направлению — направлению градиента), наиболее часто используется сканирование до первого локального минимума по направлению gradR(x).
В результате вдали от оптимума эффективность метода повышается, мы быстрее попадаем в район оптимума, в окрестности которого эффективность метода снижается из-за частой смены направления поиска и приближается к эффективности метода градиента.
Метод, как и все градиентные методы, обладает невысокой эффективностью в овражных функциях. В ряде случаев можно повысить скорость выхода в район оптимума предъявлением невысоких требований к точности поиска min по направлению (задается величиной h — шагом поиска по направлению).

Условием окончания может являться малость модуля градиента R(x) |gradR(x)|<. Можно также использовать и малость приращений по переменным в результате шага, но только в том случае, если на данном шаге мы "проскочили" оптимум, иначе может оказаться, что малость шага обусловлена не близостью к оптимуму, а малостью коэффициента пропорциональности шага h.
В ряде случаев используют уменьшение шага поиска оптимума по направлению после каждой смены направления. Это позволяет с большей точностью каждый раз находить оптимум, но резко снижает эффективность поиска в овражных функциях. Метод используется для локализации "дна оврага" в специальных овражных методах. Условием окончания поиска в этом случае является достижение заданной малой величины шага.
Одна из возможных траекторий поиска минимума двумерной функции методом наискорейшего спуска приведена на рис.
МЕТОД СОПРЯЖЕННЫХ ГРАДИЕНТОВ
Градиентные методы, базирующиеся только на вычислении градиента R(x), являются методами первого порядка, так как на интервале шага они заменяют нелинейную функцию R(x) линейной.
Более эффективными могут быть методы второго порядка, которые используют при вычислении не только первые, но и вторые производные от R(x) в текущей точке. Однако у этих методов есть свои труднорешаемые проблемы — вычисление вторых производных в точке, к тому же вдали от оптимума матрица вторых производных может быть плохо обусловлена.
Метод сопряженных градиентов является попыткой объединить достоинства методов первого и второго порядка с исключением их недостатков. На начальных этапах (вдали от оптимума)

метод ведет себя как метод первого порядка, а в окрестностях оптимума приближается к методам второго порядка.
Первый шаг аналогичен первому шагу метода наискорейшего спуска, второй и следующий шаги выбираются каждый раз в направлении, образуемом в виде линейной комбинации векторов градиента в данной точке и предшествующего направления.
Алгоритм метода можно записать следующим образом (в векторной форме):
x1=x0-hgradR(x0),
хi+1 = хi -h [gradR(xi) +  grad R(xi-1)].
Величина  может быть приближенно найдена из выражения
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Алгоритм работает следующим образом. Из начальной точки х0ищут minR(x) в направлении градиента (методом наискорейшего спуска), затем, начиная с найденной точки и далее, направление поиска min определяется по второму выражению. Поиск минимума по направлению может осуществляться любым способом: можно использовать метод последовательного сканирования без коррекции шага сканирования при переходе минимума, поэтому точность достижения минимума по направлению зависит от величины шага h.
Для квадратичной функции R(x) решение может быть найдено за пшагов (п — размерность задачи). Для других функций поиск будет медленнее, а в ряде случаев может вообще не достигнуть оптимума вследствие сильного влияния вычислительных ошибок.
Одна из возможных траекторий поиска минимума двумерной функции методом сопряженных градиентов приведена на рис. 

МЕТОД ТЯЖЕЛОГО ШАРИКА
Метод базируется на аналогии с движением "тяжелого" материального шарика по наклонной поверхности. Скорость шарика при движении вниз будет возрастать, и он будет стремиться занять нижнее положение, т.е. точку минимума. При выводе дифференциального уравнения движения шарика учитывается его масса и вязкость среды, которые влияют на характер его движения, т.е. поиска minR(х).
В дискретном варианте траектория поиска описывается следующим алгоритмом:
хi+1=хi-(хi –хi-1) - h∙gradR(xi).
При =0 метод превращается в обыкновенный градиентный. При =1 поиск не затухает, следовательно, при 0 << 1 можно получать различную эффективность метода, которая будет зависеть и от h.
Вдали от оптимума поиск будет ускоряться, а вблизи возможны колебания около точки minR(x).
К недостаткам метода относится необходимость задания сразу двух неформальных параметров, определяющих эффективность поиска. К достоинствам метода, помимо ускорения движения вдали от оптимума, относится возможность "проскока" мелких локальных "ямок" (минимумов) за счет "инерционности шарика", т.е. можно решать и задачу глобальной оптимизации для функции R(x) с одним явно выраженным минимумом и многими "мелкими".
Одна из возможных траекторий поиска минимума двумерной функции методом тяжелого шарика приведена на рис. 

ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ
МЕТОД ГАУССА — ЗАЙДЕЛЯ
Метод Гаусса — Зайделя (в математической литературе используется и другое название — метод покоординатного спуска) заключается в последовательном поиске оптимума R(x) поочередно по каждой переменной. Причем после завершения перебора всех переменных (т.е. после завершения одного цикла) опять в общем случае приходится перебирать все переменные до тех nog, пока не придем к оптимуму.
В ряде случаев (для сепарабельных критериев оптимальности, т.е. таких R(x1,x2,... ,xi,...,xn), которые можно представить в виде
R(x)=f(x1)+ f(x2)+...+ f(xi)+...+ f(xn),
удается получить решение всего за один цикл. В случае тесной нелинейной взаимосвязи переменных (например, при наличии произведения переменных и т.п.) для получения решения приходится делать очень много циклов.
Метод обладает низкой эффективностью в овражных функциях, может застревать в "ловушках", особенно при сравнительно больших шагах hпри поиске оптимума по каждой переменной, очень чувствителен и к выбору системы координат. Метод прост в реализации. На эффективность метода влияет порядок чередования переменных.
Одна из возможных траекторий поиска минимума двумерной функции методом Гаусса — Зайделя приведена на рис. В качестве начальной изменяемой переменной в каждом цикле принята х2.
Условием окончания поиска является малость изменения критерия оптимальности за один цикл или невозможность улучшения критерия оптимальности ни по одной из переменных.
Для нейтрализации недостатков разработаны модификации алгоритма, среди которых рассмотрим метод поиска с последействием.
При нахождении оптимума по каждой переменной прекращают поиск не в точке оптимума, а несколько пройдя ее. При этом

удается "выскочить из ловушек", за меньшее число циклов выйти в район оптимума. В районе оптимума наблюдается зацикливание, и в этом случае последовательно уменьшают величину последействия.
В двумерных задачах метод Гаусса — Зайделя фактически сводится к методу наискорейшего спуска, так как в обоих методах траектория поиска представляет собой последовательность вза-имноортогональных отрезков.
МЕТОД РОЗЕНБРОКА
Метод Розенброка направлен на ликвидацию одного из недостатков метода Гаусса — Зайделя — высокую чувствительность эффективности к выбору системы координат. Метод сводится по сути к отысканию "удачной" системы координат путем поворота исходных осей координат. После этого цикл поиска осуществляется поочередно по всем переменным последовательно.
Первый цикл поиска полностью совпадает с методом Гаусса — Зайделя. Пусть исходная точка x0, а точка, в которой завершился первый цикл,—х1. Вектор смещения изображающей точки поиска будет равен S = х1 –х0. Чем больше одна составляющая вектора S, тем существеннее в данной текущей ситуации эта переменная (по ней произошло основное движение). Переход к новой системе координат должен учитывать это обстоятельство. Поэтому преобразовывать систему координат из х1i,х2i,...,хniв систему х1i+1,х2i+1,...,хni+1 надо таким образом, чтобы наиболее существенная переменная была бы в направлении по вектору S. По этому направлению должна быть направлена та переменная, по которой поиск будет осуществляться в первую очередь (т.е. х1i+1). Тогда новые оси (в общем случае на (i+1)-м шаге) определятся следующим образом из условия их ортогональности. Новый базис системы координат:
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где еji- — орты исходной системы координат. Для ортогонализа ции и нормирования базиса переходят к ортам новой системы координат стандартным образом:
[image: ]

и т.д. Здесь в круглых скобках обозначено скалярное произведение векторов. Первая новая координата х1i+1=х1ie 1i+1является самой важной, остальные могут быть получены и произвольно, соблюдая условия их ортогональности. Отмеченные преобразования (поворот осей) осуществляются после каждого цикла поиска.
В случае низкой размерности задачи (n = 2,3) можно непосредственно пользоваться формулами поворота осей координат, известными из математики. Например, для двухмерной задачи с учетом используемых обозначений будем иметь
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где  — угол поворота, легко определяемый как отношение координат вектора S.
Особенно метод Розенброка эффективен для квадратичных функций, где оптимум может быть найден после одного преобразования осей. В общем случае.метод Розенброка на каждом цикле обеспечивает такое изменение координатных осей, при котором направление первого спуска очередного цикла стремится к оптимальному, т.е. к антиградиентному.
Одна из возможных траекторий поиска минимума двухмерной функции методом Розенброка приведена на рис.

СИМПЛЕКСНЫЙ МЕТОД
Симплексом в и-мерном пространстве называют фигуру, содержащую n+1 вершину. На плоскости — это треугольник, в трехмерном пространстве — тетраэдр и т.д. Если все вершины симплекса равно удалены друг от друга, то такой симплекс называется регулярным. В литературе можно встретить и другое название метода — метод деформируемого многогранника. В организации алгоритма поиска используется важное свойство симплекса: против каждой вершины находится только одна грань. Суть метода заключается в следующем. В окрестности начальной точки х0строим симплекс, затем находится самая "плохая" его вершина (т.е. та, в которой наихудшее значение критерия оптимальности) и на противоположной грани строится новый симплекс, отличающийся от исходного только одной вершиной. Эта вершина получается симметричным отражением выбрасываемой вершины относительно центра противолежащей грани. Центр грани определяется геометрически, как среднее значение по каждой проекции из всех вершин грани. Алгоритм получения новой вершины записывается следующим образом:
[image: ]

где х1, х2, ... — вектора вершины симплекса (координаты вершин), хj — вектор выбрасываемой вершины, — новая вершина в новом симплексе. В скалярном представлении для каждой координаты будет аналогичная формула.
После построения нового симплекса требуется лишь одно вычисление критерия оптимальности: только в новой вершине, так как в остальных углах они вычислены. Далее все повторяется снова. При выходе в район оптимума процесс поиска "зацикливается". Это имеет место тогда, когда приходится выбрасывать только что полученную вершину (эта ситуация возникает в том случае, если значение критерия в новой вершине оказывается самое плохое). В этом случае можно "сжимать" симплекс, откладывая новую вершину от грани на расстоянии вдвое меньше, чем необходимо.
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Процесс сжатия происходит многократно, до тех пор пока размеры симплекса не будут меньше заданных или пока наибольшее расстояние между вершинами симплекса (длина ребра) не будет меньше заданной величины. Под размерами симплекса понимается расстояние от его центра до всех вершин (в этом случае расстояние от центра до всех вершин должно быть меньше заданного), а иногда и периметр симплекса, т.е. сумма всех его ребер.
Основным недостатком метода является невозможность ускорения поиска вдали от оптимума. Этот недостаток устранен в одной из модификаций метода, известной как метод Нелдера — Мида. В этом варианте симплексного метода предусмотрено растяжение симплекса в случае, если новая вершина лучше лучшей в старом симплексе, а также сжатия симплекса, если новая вершина оказывается хуже наихудшей в старом симплексе. Формула растяжения имеет вид:
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где  — коэффициент растяжения. 
Формула сжатия имеет следующий вид:
[image: ]


где  — коэффициент сжатия; х — вектор центра противолежащей грани,  — "отраженная" новая вершина по алгоритму (1), ^— новая вершина.
Имеется также операция уменьшения размера симплекса, называемая редукцией, которая вводится в случае зацикливания. При этом уменьшаются все грани симплекса одновременно в два раза. Уменьшение размера симплекса в два раза осуществляется делением пополам расстояния от каждой точки симплекса до точки х1, определяющей наименьшее значение функции, т.е. будет: хi =хic+0,5(xi-x1)
Более эффективной является модификация метода, в котором отражение при построении новой вершины осуществляется не относительно центра противолежащей грани, а относительно ее центра тяжести (при поиске maxR(х) или точки, симметричной центру тяжести на грани при поиске minR(x)). При этом под тяжестью вершин понимается значение критериев оптимальности в вершинах. В этом случае направление деформирования симплекса тяготеет в сторону вершин с лучшим значением критерия. Обе модификации могут совмещаться.
Одна из возможных траекторий поиска минимума двумерной функции базовым алгоритмом симплексного метода приведена на рис. 18.

МЕТОД ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ КАСАТЕЛЬНЫХ
Метод параллельных касательных рассмотрим на примере двухмерной задачи R(x1,x2)- Он заключается в следующем. Из двух произвольных точек х10, х20, не лежащих на одной прямой заданного направления (например, вдоль одной переменной), проводят два спуска по направлению и находят две точки оптимумов х11 и х21. Далее оптимум ищут на прямой, соединяющей эти точки. Во всех поисках по направлению могут применяться любые одномерные методы поиска. После отыскания оптимума х3вдоль направления х11 -х21опять ищут оптимум из точки x3 в первоначально заданном направлении и находят точку х31, затем опять в направлении х31 -х11 ищут одномерным методом оптимум и т.д.
В качестве исходного направления задается обычно направление одной из координатных осей (по х1 или по х2и т.д.), хотя может задаваться любое направление.
Для квадратичных функций поиск заканчивается всего за три одномерных поиска, для неквадратичных — это итерационная процедура, сходящаяся к решению тем быстрее, чем ближе R(x1,x2) к квадратичной функции.
Для трехмерной задачи (в случае квадратичного критерия оптимальности) необходимо сначала найти за три одномерных поиска оптимум в одной плоскости (например, х1 = const,), затем в другой, параллельной ей (x3=const), далее потребуется один спуск вдоль направления точек оптимума в этих плоскостях.
В случае n-мерной квадратичной задачи общее число одномерных поисков будет определяться так:
Nn = 2Nn.1+1.
Это число быстро растет с ростом размерности задачи. В целом метод успешно может применяться для задач невысокой размерности для функций, близких к квадратичным.
Одна из возможных траекторий поиска минимума двумерной функции методом параллельных касательных приведена на рис.



МНОГОМЕРНАЯ УСЛОВНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ
КОНЦЕПЦИЯ МЕТОДОВ
В данном разделе рассматриваются численные методы построения улучшающих последовательностей при наличии ограничений типа равенств (связей) и типа неравенств (ограничений) (рис. 20). Сюда не входят методы, использующие условия оптимальности. Во всех методах строится в допустимой области последовательность точек, в которых значения критерия улучшаются. Поиск осуществляется градиентным методом. При этом предполагается, что учащийся знаком с особенностями и условиями работы этого метода по крайней мере в объеме соответствующего раздела настоящего пособия.
[image: ]Допустимая область может формироваться автономными ограничениями ximinxiximax, связями fj(x1,x2,...,хп)=0 (j= 1, ...,m) и ограничениями Fj(x1,х2,... ,хп) 0, для j = 1,...,p.
Рис. 20. Иллюстрация траекторий поиска минимума функции при наличии ограничений типа неравенств: 1 — допустимая область; 2 — запрещенная область; 3 — траектория метода проектирования градиента; 4 — оптимум 1; 5 — траектория метода штрафов; б — траектория прямого метода с возвратом; 7 — оптимум 2; 8 — начальные точки поиска
Функции, задающие ограничения, могут формировать допустимую область с различными свойствами: монотонными, колебательными, с большой и малой кривизной и т.д., что оказывает влияние на эффективность методов поиска.
ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ
МЕТОД ШТРАФОВ
Метод штрафов позволяет перейти от исходной задачи с ограничениями к другой задаче без ограничений путем формирования новой структуры критерия оптимальности. Оптимальное решение новой задачи совпадает с решением исходной задачи и принадлежит исходной допустимой области.
Пусть имеем задачу

R(x)min,        fi(x)=0,        i=1,...,m,    m<n,
x[l:n],	Fj(x)0,    j = 1,…,p.
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с модульным "штрафом":
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с комбинированным "штрафом":
[image: ]
Формируется новый критерий, например с квадратичным "штрафом" для ограничений типа равенств:
Отклонения от ограничений увеличивают критерий Rp, т.е. как бы накладывают "штраф" Н на Rp. Уменьшение Rpпроисходит как за счет уменьшения R(x), так и за счет уменьшения величины нарушения ограничения.
В точке минимума ограничения будут справедливы, т.е. равны нулю, и поэтому R* = Rp*. Однако это соотношение будет справедливо только при коэффициенте "штрафа", стремящемся к бесконечности.
Увеличение , с одной стороны, не допускает больших отклонении в "запретные" стороны от ограничений (это хорошо), а с другой — увеличивает "овражность" Rp(овраг размерности т имеет место вдоль ограничений), что резко усложняет поиск оптимума Rp(это плохо).
Поэтому целесообразно решать задачу сначала с маленьким значением , потом его увеличивать. Это будет способствовать более быстрому выходу в область условного оптимума и точному его определению.
Существуют и другие структуры Rp, в частности учитывающие сравнительную важность отдельных ограничений. При этом каждое ограничение может иметь свой коэффициент штрафа.
Одна из возможных траекторий поиска минимума двумерной функции методом штрафов приведена на рис. 20.
Пример.
Требуется найти минимум функции 
R(х1,х2)=Ах13 + Вх22 –Cx1-Dx2,при ограничении типа неравенста
1. Коэффициенты выраженияR(х1,х2): A=1,B=1,C=1,D=1.
2. Интервал вычислений (автономные ограничения): 
х1нач=-2, х1кон=2, x2нач=-2, х2кон=2.
3. Начальная точка: x10= -0,1864, х20 = 0,4340
4. Прочие данные: h =0,1; погрешность = 0,05; штраф = 0,5; вид штрафа: модульный.
5. Ограничения типа равенства f(xl,x2) =Aorpx1+Вогрх22-1=0.
Коэффициенты ограничения: Aorp= 5,00; Вогр = 9,30.
В соответствии с методом сформируем новый критерий, минимум которого будем искать градиентным методом Rp = R +f(x). Величину α выбираем равной 0,5. Результаты вычислений приведены в табл. 31 без подробных промежуточных результатов. В таблице приведены для иллюстрации только первые 10 шагов, из которых видно, что поиск идет довольно медленно и отклонения постоянно колеблются, постепенно уменьшаясь. Характер поиска соответствует овражной функции Rp.
При решении практических задач можно сначала задавать меньшее значение α, при этом поиск быстрее выйдет в район оптимума, а затем увеличивать коэффициент штрафа, что позволит точнее найти решение.

МЕТОД ПРЯМОГО ПОИСКА С ВОЗВРАТОМ
В этом методе условие строгого соблюдения ограничений f(x) =0 заменяют менее строгим, например: |f(x)|. где  — допустимое нарушение ограничения (только в процессе поиска).
В этом случае внутри допустимого "коридора", который образуется по обе стороны от ограничения типа равенств и в допустимой области ограничения типа неравенств, оптимум R(x) ищется любым методом без учета ограничений (например, градиентным методом). Как только в процессе поиска достигается граница "рассматриваемого" ограничения |f(x)|=, то происходит возврат на ограничение, причем это осуществляется по нормали к функции ограничения f(x) или F(x).
При достижении границы ограничения типа неравенств F(x) =0 или автономных ограничений осуществляется "отскок" от границы в сторону допустимой области. Величина отскока может задаваться. Она влияет на скорость поиска и на возможность нахождения глобального оптимума в случае невыпуклой допустимой области (даже в случае одноэкстремальной функции критерия оптимальности задача с ограничением может иметь несколько локальных оптимумов).
Если в процессе поиска нарушено сразу несколько ограничений, то возврат осуществляется по сумме градиентов всех нарушенных ограничений.
Недостатком метода является сравнительно небольшая скорость поиска при движении вдоль ограничений. Процесс поиска вблизи оптимума замедляется.
Условием окончания поиска при наличии ограничений типа равенств обычно считается достижение заданной близости двух соседних точек возврата на ограничение. При наличии ограничений типа равенств условие остановки то же самое, что и в предыдущем случае, или малость градиента R(x), если оптимум лежит в допустимой области.
Одна из возможных траекторий поиска минимума двумерной функции методом прямого поиска с возвратом приведена на рис. 20.
МЕТОД ПРОЕКТИРОВАНИЯ ГРАДИЕНТА
В данном методе, так же как и в методе прямого поиска с возвратом, ограничения типа равенств заменяются менее строгим условием попадания в заданный "коридор", т.е. вместо f(x)=0 учитывают |f(x)| (только в процессе поиска). Ограничение типа неравенств тоже "разрешается нарушать", т.е. F(x)  -
При наличии ограничений типа равенств движение внутри "коридора" осуществляют в направлении касательной к поверхности ограничений в текущей точке. Для определения конкретного направления поиска в плоскости (в двухмерном случае касательная гиперплоскость вырождается в прямую линию) на нее проектируют градиент критерия оптимальности. В направлении проекции градиента осуществляется движение до тех пор, пока не будет достигнута граница допустимого "коридора" или найден экстремум по направлению. Из достигнутой точки осуществляется возврат на ограничение по нормали к нему. Далее все повторяется опять.
В области условного оптимума, как правило, возникает зацикливание, т.е. смена движения вдоль ограничения на противоположное. В этом случае можно найти решение усреднением одних из координат поиска и вычислением других из уравнений ограничений или уменьшением величины "коридора". Многократное уменьшение "коридора" позволяет точнее получить решение задачи; условием окончания поиска является близость двух точек возврата на ограничение.
При наличии ограничений типа неравенств в допустимой области поиск идет без учета ограничений (например, градиентным методом), а при достижении границы F(x) = 0 — по касательной к границе ограничений (или суммы достигнутых ограничений) внутрь "запретной" области на величину . Затем осуществляется возврат на поверхность ограничения (по нормали к границе).
При определенных условиях может произойти "отрыв" траектории поиска от границы F(x) = 0, и дальнейшее движение может в допустимой области осуществляться любым методом поиска без ограничений. При достижении автономных ограничений дальнейшее движение осуществляется вдоль ограничения.
Метод довольно эффективен при движении вдоль ограничений небольшой кривизны. В этом случае редко осуществляется возврат на ограничение.

Лекция№11

Тема: Методы поиска для функций одной переменной


Упражнение 9 разд. 1.4 иллюстрирует общую задачу, возникающую при классическом подходе. Уравнение f'(x) = 0 не решается простым способом, и поэтому мы вынуждены прибегать к численным методам. В этой главе будут рассмотрены несколько простых численных процедур, непосредственно локализирующих минимум функции f(х).
С помощью численных методов мы непосредственно ищем минимум функции f(x) в некотором интервале а < х <b, в котором, как предполагается, лежит минимум, вычисляя значения функции в выбранных точках данного интервала. Иногда это единственно возможная стратегия поиска. Например, стоимость проведения химического процесса может зависеть от температуры процесса. Инженер знает, что стоимость является функцией от Т, хотя может и не знать явного вида функции. Однако он может поставить эксперимент и провести процесс при различных температурах и, следовательно, найти стоимости для этих температур и надеяться определить минимальную стоимость и температуру проведения процесса, при которой она достигается.
Можно попытаться найти положение минимума в точке, Аппроксимирующей его с нужной точностью, или определить малый интервал, в котором находится минимум. Попытаемся достичь поставленной цели как можно более эффективным способом, т. е. осуществляя наименьшее количество вычислений функции. В приведенном выше примере, вероятно, невозможно точно регулировать температуру процесса, поэтому точность в 1°С или даже
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в 10° С может быть вполне приемлемой. Однако, поскольку проведение эксперимента требует определенных затрат, инженер захочет добиться этой точности, проведя как можно меньше экспериментов.    Предположим, что точки а и b определяют (возможно, очень грубо) интервал, который содержит истинную точку минимума, и внутри этого интервала функция унимодальна, т. е. имеет один минимум в точке х*. Следовательно, данная функция имеет форму, близкую к той, что приведена на рис. 2.1. Если известны значения функции такого вида в трех точках х1, х2, х3,таких, что  a<x1<x2 <x3 <b, а f(х2) <f(x1)  и f(х2) <f(х3),то х1 <х*<х3.
Тогда точка х* будет лежать внутри интервала (x1; х3), меньшего по размеру, чем интервал (а; b).

ПОИСК МЕТОДОМ ФИБОНАЧЧИ
Предположим, что нужно определить минимум как можно точнее, т. е. с наименьшим возможным интервалом неопределенности, но при этом можно выполнить только n вычислений функции. Как следует выбрать n точек, в которых вычисляется функция?  С первого взгляда кажется ясным, что не следует искать решение для всех точек, получаемых в результате эксперимента. Напротив, надо попытаться сделать так, чтобы значения функции, полученные в предыдущих экспериментах, определяли положение последующих точек. Действительно, зная значения функции, мы тем самым имеем информацию о самой функции и положении ее минимума и используем эту информацию в дальнейшем поиске.
Предположим, что имеется интервал неопределенности (x1, x3) и известно значение функции  f(х2) внутри этого интервала (см. рис. 2.1). Если можно вычислить функцию всего один раз в точке х4, то где следует поместить точку х4, для того чтобы получить наименьший возможный интервал неопределенности?
Положим х2 – x1 = L и х3 - х2 = R, причем L>R, как показано на рис. 2.1, и эти значения будут фиксированы, если известны x1, х2 и х3. Если х4 находится в интервале (x1; х2), то:
1) если f(х4) <f(х2), то новым интервалом неопределенности будет (x1,x2) длиной х2-x1=L;
2) если f(х4) >f(х2), то новым интервалом неопределенности будет (х4, х3) длиной х3 - х4.
Поскольку не известно, какая из этих ситуаций будет иметь место, выберем х4 таким образом, чтобы минимизировать наибольшую из длин  х3 - х4  и  х2 – x1. Достигнуть этого можно, сделав длины  х3 - х4 и х2 – х1 равными, т. е. поместив х4 внутри интервала симметрично относительно точки х2, уже лежащей внутри интервала. Любое другое положение точки х4 может привести к тому, что полученный интервал будет больше L. Помещая х4 симметрично относительно х2, мы ничем не рискуем в любом случае.
Если окажется, что можно выполнить еще одно вычисление функции, то следует применить описанную процедуру к интервалу (х1, х2), в котором уже есть значение функции, вычисленное в точке х4, или к интервалу (х4, х3), в котором уже есть значение функции, вычисленное в точке х2. Следовательно, стратегия ясна с самого начала. Нужно поместить следующую точку внутри интервала неопределенности симметрично относительно уже находящейся там точке. Парадоксально, но, чтобы понять, как следует начинать вычисления, необходимо разобраться в том, как его следует кончать.
На n-м вычислении n-ю точку следует поместить симметрично по отношению к (n - 1) -й точке. Положение этой последней точки в принципе зависит от нас. Для того чтобы получить наибольшее уменьшение интервала на данном этапе, следует разделить пополам предыдущий интервал. Тогда точка хn будет совпадать с точкой хn-1. Однако при этом мы не получаем никакой новой информации. Обычно точки хn-1  и хn отстоят друг от друга на достаточном расстояний, чтобы определить, в какой половине, левой или правой, находится интервал неопределенности. Они помещаются на расстоянии ε/2 по обе стороны от середины отрезка Ln-1; можно самим задать величину е или выбрать эту величину равной минимально возможному расстоянию между двумя точками. (Предположим, что в нашем примере инженер может регулировать температуру с интервалом в 1 ° С, поэтому ε = 1.)
Интервал неопределенности будет иметь длину Ln, следовательно, Ln -1 = 2Ln - ε (рис. 2.2, нижняя часть).
На предыдущем этапе точки хn-1  и хn-2 должны быть помещены симметрично внутри интервала Ln -2 на расстоянии Ln -1 от концов этого интервала. Следовательно,
Ln -2= Ln -1 + Ln(рис. 2.2, средняя часть).
[image: ]
Замечание. Из рисунка ясно, что на предпоследнем этапе хn-2 остается в качестве внутренней точки. 
Аналогично
Ln - 3 =Ln - 2 + Ln - 1          (Рис- 2-2' верхняя часть)
В общем случае 
Lj-1 =Lj+Lj+1               при 1<j<n.                               (2.1)
Таким образом,
Ln-1 = 2 Ln - ε,
Ln-2 = Ln-1 + Ln  = 3Ln - ε,
Ln-3 = Ln-2 + Ln-1 = 5Ln – ε,
Ln-4 = Ln-3 + Ln-2 = 8Ln – ε   и т. д.
Если определить последовательность чисел Фибоначчи следующим образом: F0 = 1, F1= 1 и Fk = Fk-1 + Fk-2для  k: = 2, 3,. .., то
Ln-j  =Fj+1Ln –Fj-1ε,  j= 1,2,.,.,n-1.                                  (2.2)
Если начальный интервал (a, b) имеет длину L1 (= b - a), то L1=FnLn – ε Fn-2
т. e.
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Следовательно, произведя n вычислений функции, мы уменьшим начальный интервал неопределенности в l/Fn  раз по сравнению с его начальной длиной (пренебрегая ε), и это — наилучший результат.
Если поиск начат, то его несложно продолжить, используя описанное выше правило симметрии. Следовательно, необходимо найти положение первой точки, которая помещается на расстоянии L2 от одного из концов начального интервала, причем не иажно, от какого конца, поскольку вторая точка помещается согласно правилу симметрии на расстоянии L2 от второго конца интервала:
[image: ]
После того как найдено положение первой точки, числа Фибоначчи больше не нужны. Используемое значение е может определяться из практических со ображений.
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Оно должно быть меньше L1/Fn + 1, в противном случае мы будем напрасно тратить время на вычисление функции (см. упр. 3 разд. 2.8). 
Таким образом, поиск методом Фибоначчи, названный так ввиду появления при поиске чисел Фибоначчи, является итерационной процедурой. В процессе поиска интервала (x1, x2) с точкой х2,  уже лежащей в этом интервале, следующая точка х4 всегда выбирается такой, что x3 - х4 =х2 —x1  или  х4 – x1 =х3-х2, т. е.  х4 =x1 -х2 +х3.                (2.5)

Если  f(х2) = f2 и f(x4) = f4, то можно рассмотреть  четыре случая (рис. 2.3).
В приведенной ниже программе реализованы указанные выше случаи. В том виде, как она приведена здесь, эта программа позволяет производить до 40 вычислений функции. В программе исследуется функция  f(x) = х4  - 14x3 + 60x2 - 70х  (см. строку 1000).

ОПТИМИЗАЦИЯ
Часто встречающаяся в научных вычислениях задача состоит в определении максимума или минимума (и соответствующих аргументов) действительной функции f(x1,..., хn)  от n действительных переменных на множестве Sn-мерного пространства. Слово оптимизация означает либо минимизацию, либо максимизацию функции. Иногда  S совпадает со всем n-мерным пространством; в этом случае задача оптимизации называется безусловной. В противном случае задача имеет ограничения, именно условия, определяющие множество S. Обычно S определяется совокупностью нелинейных функций, удовлетворяющих уравнениям или неравенствам. Другими словами, точка х принадлежит S тогда и только тогда, когда х удовлетворяет неравенствам
gi(x)>0,   i= 1, ..., n,
где gi — заданные функции от х.
Задачи с ограничениями, где gt — нелинейные функции, °бычно гораздо труднее решать, чем соответствующие безуслов-вые задачи. Если функция f и все ограничения gi являются линейными функциями, то говорят о задаче линейного программирования. Можно показать, что решение лежит в вершине выпуклого многогранника, определяемого ограничениями в n-мерном пространстве. Обычный метод  решения состоит в поиске нужной вершины, осуществляемом перемещением от очередной вершины к смежной. Трудные проблемы линейного программирования по существу связаны с решением задач очень высокого порядка n, которое приводит к разреженным матричным задачам. В основе трудности таких задач лежит комбинаторная сложность общего n-мерного многогранника. Если функция f  либо какое-нибудь из ограничений нелинейно, то говорят о задаче нелинейного программирования. Задачи линейного и нелинейного программирования выходят  за рамки этой книги. Интересующийся читатель должен
обратиться, например, к книгам Орчард-Хейс (1968) или Данциг (1963). Мы ограничимся обсуждением задач либо безусловных,  либо  относящихся  к  интервалу.                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                              Оптимизационные задачи часто возникают непосредственно контексте поисков наилучшей конструкции какого-либо объекта.  Например, можно искать значения некоторых n параметров системы, которые минимизируют ее стоимость, выраженную как  функция этих параметров.
Иногда оптимизационные задачи возникают опосредованно  как средство решения каких-то других задач. Стандартный при мер — сведение задачи решения системы n нелинейных уравнений
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к минимизации функции
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Очевидно, что точки минимума g с нулевыми значениями есть в точности решения системы. (Могут быть также посторонние ненулевые локальные минимумы.) Однако эту задачу обычно не решают общими алгоритмами минимизации, поскольку в данном случае можно извлечь особую выгоду из типа минимизируемой функции.
Как и в гладком одномерном анализе, легче отыскать относительные или локальные минимумы функции, чем найти ее абсолютный или глобальный минимум во всей области. И в самом деле, в настоящее время не существует практичных алгоритмов для вычисления глобального минимума для n>2 или 3. Даже чтобы найти приближенное значение глобального минимума в n-мерном единичном кубе, потребовалось бы вычислять функцию в точках густой решетки, помещенной в куб, при условии априорного знания о том, что функция достаточно гладкая,  чтобы не иметь выбросов между точками решетки. Но густая решетка в n-мерном кубе содержит слишком много точек для того,  чтобы ее можно было обрабатывать. Если, к примеру, n=10  то беря 10 абсцисс на каждом измерении, получим всего 1010 точек. Таким образом, на практике единственный способ найти  глобальный минимум состоит в том, чтобы получить из самой задачи информацию о его местоположении, а затем искать локальный минимум. Поэтому мы сосредоточим свое внимание на нахождении локальных минимумов и максимумов. Методы вычисления минимумов тривиально переносятся на задачу максимизации (поскольку минимумы f есть максимумы для  -f)' мы будем говорить попеременно о той и другой задаче.

Одномерная оптимизация
Предположим, что f— действительная функция, определения на [0, 1]. Предположим, далее, что имеется единственное значение х*, такое, что f(x*) — максимум f(x) на [0, 1], и что f(x) трого возрастает для x≤x* и строго убывает для х*≤х. Такая фикция называется унимодальной: для ее графика имеются три дзможные формы, показанные на рис. 8.1. Заметим, что унимодальная функция не обязана быть гладкой или даже непрерывной.
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Из  предположений немедленно следует, что для любых точек интервала х1, х2, таких, что x1 < х2< х*, справедливо f(x1)<f(x2). Аналогично, если x*≤x1<x2, то f(x1)>f(x2). Обратно, если х1<х2 и f(x1)<f(x2), то x1<х*<1, а если f(х1)>f(x2), то 0≤x≤х2.  [Конечно, если f(x1)=f(x2), то мы получаем дополнительную информацию: х1≤х*≤.х2, но нам не придется этим пользоваться.]  Задача состоит в том, чтобы найти множество абсцисс  x1, х2,.. xk, в которых вычисляется функция, такое, что оптимальное значение f лежит при некотором i в интервале  xi-1≤x*≤xi + 1. Такой интервал называется интервалом неопределенности.                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                   Алгоритм выбора абсцисс xi(i=l,..., k) называется планом поиска. Если известно только то, что f унимодальна, то какова оптимальная стратегия для нахождения х*?  При заданном количестве вычислений функции оптимальным планом поиска будет тот, который приводит к наименьшему интервалу неопределенности. В некоторых ситуациях, таких, как физический эксперимент или счет на параллельных процессорах, приходится одновременно вычислять функцию f/ во всех точках  xi. Можно показать, что оптимальный план поиска выражается формулами
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Где [image: ] — целая часть числа у. При kвычислениях функции случается  интервал  неопределенности  длины
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В этих формулах е выбирается из условия, чтобы  f (x) =/= f (x+ε) для любой точки хE[0, 1], находящейся от х* на расстоянии, не  меньшем ε. Более подробное обсуждение методов одновременного поиска можно найти в книге Вильде (1964). В остальной части этой главы мы будем считать, что значения функции вычисляются последовательно.
Предположим, что разрешено последовательно вычислять  функцию k раз, где k>1 — заданное_число. Как использовать эти вычисления так, чтобы заключить х* в наименьший возможный интервал неопределенности?
Соответствующая теория была начата работами Кифера (J.Kiefer) в первой половине пятидесятых годов. Алгоритм оптимальной стратегии последовательно строит k тестовых точек, которые мы предпочитаем занумеровать в обратном порядке xk, xk-1, .. . ,х2, x1. На первом этапе одновременно выбираются две точки  xk и xk-1, причем  хк-1<.хк. Если f(xk-1)<f(xk), то интервал неопределенности сужается до [xk-1, 1]  и у нас уже есть опорное значение f(xk) для последующего уточнения интервала неопределенности. С другой стороны, если f(xk-1≥f(xk), то интервал неопределенности сужается до [0, xk], и мы уже знаем f(xk-1). Вот ключ к оптимальному выбору xk-1  и xk: обеспечить, чтобы тестовая точка, унаследованная суженным интервалом неопределенности, находилась в оптимальном для последующего поиска положении.
Полезно определить координату r точки х относительно интервала [а, b] как число, равное (х—а)/ (b—а). Таким образом, а имеет по отношению к интервалу [a, b] координату 0, b — координату 1, а средняя точка — координату 1/2.
Пусть F0=F1=l, F2=2, F3=3, F4=5, F5=8,..., Fk=Fk-1+ Fk-2. Числа Fi—это знаменитые числа Фибоначчи. Оптимальная стратегия последовательного поиска максимума называется поиском Фибоначчи, поскольку она тесно связана с этими числами. При оптимальной стратегии выбирают  xk-1=Fk-2/Fk  и  xk=Fk-1/Fk.  Какой бы из интервалов [0, xk] или [xk-1,1]  не стал суженным интервалом неопределенности, унаследованная точка будет иметь по отношению к новому интервалу одну из  двух следующих координат: Fk-3/Fk-1 или  Fk-2/Fk-1. Тогда в качестве  xk-2 выбирается точка, имеющая по отношению к новому интервалу другую из этих координат. Используя f(xk-2) и значение функции, унаследованное от прежнего интервала, можно еще сократить интервал неопределенности и передать в наследство одно значение функции.
На последнем шаге мы придем к некоторому интервалу неопре деленности [а, b], причем средняя точка будет унаследованной  от предыдущего шага. Тогда в качестве х1 выбирается точка с относительной координатой  ½+ε, и окончательным интервалом
неопределенности будет либо [0, ½+ε], либо [½, 1] относительно [а, b].
На первом шаге длина интервала неопределенности уменьшилась  с 1 до Fk-1/Fk. На последующих шагах уменьшение длин интервалов  выражается  числами
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Таким образом, длина окончательного интервала неопределенности равна[image: ]. Пренебрегая ε, заметим, что асимптотически[image: ]равно гk при[image: ], где
[image: ]
Следовательно, асимптотически, для большихk каждый шаг поиска Фибоначчи сужает интервал неопределенности с коэффициентом 0.6180. Этот результат нужно сравнить с 0.5, коэффициентом сужения интервала неопределенности в методе бисекции для нахождения нуля функции.
Для больших значений k координаты точек хk-1 и xk близки соответственно к 1-r≈0.3820 и г≈0.6180, и старт с этих значений близок к оптимальной стратегии. Чтобы понять, как продолжать дальше, предположим (для определенности), что  f(0.3820)>f(0.6180). Тогда, как мы знаем, х* находится в интервале [0, 0.6180]. Следовательно, нужно вычислять f  в точках 0.3820* 0.618О и 0.6180*0.6180. Но, поскольку 0.6180*0.6180≈0.3820≈xk-1, то в этой точке f  уже известна. Таким образом, на каждом шаге, начиная со второго, требуется лишь одно вычисление функции, и каждый шаг уменьшает длину интервала неопределенности с коэффициентом 0.6180. В противоположность поиску Фибоначчи, здесь не нужно фиксировать число k до начала поиска.
В связи с исторической известностью числа r≈0.6180 этот метод нахождения х* называется поиском золотого сечения. Число  1/r =η=(1+√5)/2=1.6180... называется золотым отношением.  В гл. 7 было отмечено, что порядок сходимости метода секущих равен числу η. Золотое отношение η имеет важное значение и возникает во многих различных задачах. Интересное обсуждение, вязанное с этим числом, есть в книге Гарднер (1961).
Поиск золотого сечения аналогичен методу бисекции для нахождения действительного нуля функции (гл. 7) в том отношении, что он с гарантией работает даже в самом худшем случае
и что платой за эту  гарантию является медленная, всего лишь линейная сходимость. Метод золотого сечения не извлекает никаких выгод из возможной гладкости функции f.
Если известно, чтоf имеет непрерывные производные и можно начать достаточно близко к х*, то можно сконструировать следующий итерационный процесс: начинаем с трех произвольных действительных чисел v1,v2,v3. В общем случае имеем числа vk-2,vk-1  и vk. Пусть vk+1 — абсцисса вершины параболы  (с вертикальной осью), проходящей через точки (vi,f(vi)), i=k-2, k-1, k. Продолжаем итерации с числами vk-1, vk, vk+1. Этот процесс называется последовательной параболической интерполяцией. Можно доказать, что для достаточно хороших начальных приближений итерации сходятся со скоростью порядка ≈1.324.. при условии, что f"(х)>0 в точке минимума (т. е. f′ (х) имеет простой нуль).
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